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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Zrédta rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Rozszerzenie zrodta

51, S5y«
2 ————>Siz) Sjas -+
Zr6dlo ———————>Si3, Sjzy -+«

F——————>Si4s Sjyr- -
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Zrédta rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Rozszerzenie zrodta

51, S5y«
2 ————>Siz) Sjas -+
Zr6dlo ———————>Si3, Sjzy -+«

F——————>Si4s Sjyr- -

Sk = (Sky» Sky» Skys Sky ) -
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia

Rozszerzenie zrodta

Zrédta rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Zrédlo

51, S5y«
————>Siz) Sjas -+
F————"Si3) Sjzs- -

F——————>Si4s Sjyr- -

Sk = (Sky» Sky» Skys Sky ) -

Zrédio

— S, S5, -
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Zrédta rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Zrédto binarne

Dwa wyjscia:
S =1{00,01,10,11},
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Zrédta rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Zrédto binarne

Dwa wyjscia:
S =1{00,01,10,11},

Trzy wyjscia:

S = {000,001, 010, 011,100,101, 110, 111},

\\'
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Zrédta rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Zrédto binarne

Dwa wyjscia:
S =1{00,01,10,11},

Trzy wyjscia:

S = {000,001, 010, 011,100,101, 110, 111},

itd.

\\'
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Zrédta rozszerzone

Zrédta z pamiegcia

Jezeli dane jest zrédto o zbiorze elementéw
S= {517527"'75”}7

i k wyjsciach, to jako jedno wyjscie zrédta S mozna traktowac cigg
k wyjs¢ wzietych tacznie.
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Zrédta rozszerzone

Zrédta z pamiegcia

Jezeli dane jest zrédto o zbiorze elementéw

S={s1,%,..-,5n},

i k wyjsciach, to jako jedno wyjscie zrédta S mozna traktowac cigg
k wyjs¢ wzietych tacznie.

Mamy wtedy n* takich ciagéw wyjéciowych.
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Zrédta rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Definicja

Niech S bedzie bezpamieciowym zrédtem wiadomosci
S = {51,52,...,5,,}

oraz niech prawdopodobienstwo wiadomosci s; bedzie réwne p;.
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Zrédta rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Definicja

Niech S bedzie bezpamieciowym zrédtem wiadomosci
S= {51,52,...,5,,}
oraz niech prawdopodobienstwo wiadomosci s; bedzie réwne p;.

k-krotnym rozszerzeniem zrédta S jest bezpamieciowe zrédto S¥ o
zbiorze zawierajagcym n* elementéw

{017027" o 7Unk}7

przy czym kazdemu z elementéw o; odpowiada k-elementowy ciag
wiadomosci s; wytwarzanych przez S
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Zrédta rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Definicja c.d.

Prawdopodobiestwo wiadomosci o;: Pr (o) jest
prawdopodobiefistwem wytworzenia przez S¥, okreslonego
k-elementowego ciagu

g; = (5i175i27' . '75fk)7

czyli
Pr(oi) = pipi -+ piy -
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Zrédta rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Entropia H (Sk)

Przypomnienie (repetitio est mater studiorum):

H(S) = p1l (s1) + p2l (s2) + - - + pnl (sn)
= —(p1log p1 + p2log p2 + - - - + py log pn)

n
=—) pilogpi=—>_pilogp
i=1 S

\\'
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Zrédta rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Entropia H (Sk)

Przypomnienie (repetitio est mater studiorum):

H(S) = p1l (s1) + p2l (s2) + - - + pnl (sn)
= —(p1log p1 + p2log p2 + - - - + py log pn)

n
=—) pilogpi=—>_pilogp
i=1 S

Twierdzenie

\\'
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Zrédta rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Entropia H (Sk)

Przypomnienie (repetitio est mater studiorum):

H(S) = p1l (s1) + p2l (s2) + - - + pnl (sn)
= —(p1log p1 + p2log p2 + - - - + py log pn)

n
=—) pilogpi=—>_pilogp
i=1 S

Twierdzenie

H (sk) = kH (S).

Dowdd tatwy, ale rachunkowy i do$¢ dtugi. W
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Zrédta rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Entropia H (Sk)

Przypomnienie (repetitio est mater studiorum):

H(S) = p1l (s1) + p2l (s2) + - - + pnl (sn)
= —(p1log p1 + p2log p2 + - - - + py log pn)

n
=—) pilogpi=—>_pilogp
i=1 S

Twierdzenie

H (sk) = kH (S).

Dowdd tatwy, ale rachunkowy i dos¢ dtugi. Pominiemy go. W
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Zrédta rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Przyktad

Rozszerzymy zrédto z wyktadu 1.
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Zrédta rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Przyktad

Rozszerzymy zrédto z wyktadu 1.

S ={s1,%,s3}

oraz
PL=75, P2=pP3 =
Entropia
1 1 1 1 1 1 3
H(S)= =1 2+ —logrd+—-logrbd==+--2+--2=—.
(S) 5 1082 +4og2 +40g2 2+4 +4 5

\\'
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Zrédta rozszerzone

Zrédta z pamiegcia

Przyktad c.d.

S? o1 0o 03 04 o5 06 o7 og o9
S 5151 S1S2  S1S3  S2S1 S2S2  S2S3 S3S51 S3S2 S3S3
. 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Pr (U’) 4 8 8 8 16 16 8 16 16
\\’
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Zrédta rozszerzone

Zrédta z pamiegcia

Przyktad c.d.

S? o1 0o 03 04 o5 06 o7 og o9

S 5151 S1S2  S1S3  S2S1 S2S2  S2S3 S3S51 S3S2 S3S3
AN I I I 1 1 I I i

Pr (U’) 4 8 8 8 16 16 8 16 16

1 1 1
H (S?) :Zlog24+4-§|og28+4-1—6Iog216
=3=2H(s).
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Zrédta rozszerzone

Zrédta z pamiegcia

Przyktad c.d.

S? o1 0o 03 04 o5 06 o7 og o9

S 5151 S1S2  S1S3  S2S1 S2S2  S2S3 S3S51 S3S2 S3S3
AN I I I 1 1 I I i

Pr (U’) 4 8 8 8 16 16 8 16 16

1 1 1
H (S?) :Zlog24+4-§|og28+4-1—6Iog216
=3=2H(s).

3 bity na wiadomos¢.
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Zrédta rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Przyktad — liczba 7

Liczba
7 = 3.141592653589793 - - - =~ 3.14.

jest niewymierna.
Szesnastkowo:
7 = 3.243F6A88. ..

Cyfry dwojkowo, po pominieciu kropki:

110010100001111110110101010001000

\\'
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Zrédta rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Przyktad — liczba 7

Liczba
7 = 3.141592653589793 - - - =~ 3.14.

jest niewymierna.
Szesnastkowo:
7 = 3.243F6A88. ..

Cyfry dwojkowo, po pominieciu kropki:
110010100001111110110101010001000
Liczba 7 nie jest losowa, wiec ciag bitéw jest deterministyczny.
\\
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Zrédta rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Przyktad — liczba 7 c.d.

Czy zrédto produkujace taki ciag cyfr (bitéw) jest bezpamieciowe?
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Zrédta rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Przyktad — liczba 7 c.d.

Czy zrédto produkujace taki ciag cyfr (bitéw) jest bezpamieciowe?

Czy mozna taki ciag traktowac jako losowy?
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Zrédta rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Przyktad — liczba 7 c.d.

Czy zrédto produkujace taki ciag cyfr (bitéw) jest bezpamieciowe?
Czy mozna taki ciag traktowac jako losowy?

Poniewaz taki ciag cyfr jest rozwinieciem (dwdjkowym) liczby
niewymiernej, to po jedynce w dowolnie wybranym, ale nieznanym

miejscu, moze wystapié albo zero albo jedynka.
Podobnie po zerze.
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Zrédta rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Przyktad — liczba 7 c.d.

Czy zrédto produkujace taki ciag cyfr (bitéw) jest bezpamieciowe?
Czy mozna taki ciag traktowac jako losowy?

Poniewaz taki ciag cyfr jest rozwinieciem (dwdjkowym) liczby
niewymiernej, to po jedynce w dowolnie wybranym, ale nieznanym
miejscu, moze wystapié albo zero albo jedynka.

Podobnie po zerze.

Po jedynce (zerze) w losowo wybranym miejscu wystepuje jedynka
(zero) z takim samym prawdopodobiefstwem 1/2.
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Zrédta rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Przyktad — liczba 7 c.d.

Czy zrédto produkujace taki ciag cyfr (bitéw) jest bezpamieciowe?
Czy mozna taki ciag traktowac jako losowy?

Poniewaz taki ciag cyfr jest rozwinieciem (dwdjkowym) liczby
niewymiernej, to po jedynce w dowolnie wybranym, ale nieznanym
miejscu, moze wystapié albo zero albo jedynka.

Podobnie po zerze.

Po jedynce (zerze) w losowo wybranym miejscu wystepuje jedynka
(zero) z takim samym prawdopodobiefstwem 1/2.

Mozna wiec taki ciag uwaza¢ za pochodzacy ze zrédta
bezpamieciowego, w ktérym py = p; = 1/2.
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Z;rdd'(a rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Przyktad — flip—flop

Zatézmy, ze zrédio informacji ma tylko dwa stany: 0 1.
Kazdy kolejny impuls na wejsciu powoduje zmiane stanu na
wyjsciu.
Inaczej méwiac, cigg impulséw na wejsciu produkuje ciag zer i
Jjedynek na wyjsciu:

01010101...

albo
10101010...
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Z;rdd'(a rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Przyktad — flip—flop

Zatézmy, ze zrédio informacji ma tylko dwa stany: 0 1.
Kazdy kolejny impuls na wejsciu powoduje zmiane stanu na
wyjsciu.
Inaczej méwiac, cigg impulséw na wejsciu produkuje ciag zer i
Jjedynek na wyjsciu:

01010101...

albo
10101010...

Zrédto takie na pewno nie jest bezpamieciowe, bo po 1 zawsze
nastepuje 0, a po 0 zawsze nastepuje 1.

12/54



Zrédta rozszerzone i z pamiecia Z;réd'(a rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Przyktad — flip—flop z losowosciag

Flip-flop czasem sie zacina.
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Z;rdd'(a rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Przyktad — flip—flop z losowosciag

Flip-flop czasem sie zacina.

Zatozenia:

@ Po 1 nastepuje 0 z prawdopodobienstwem 0.99i 1 z
prawdopodobienstwem 0.01.

@ Po 0 nastepuje 1 z prawdopodobienstwem 0.98 i 0 z
prawdopodobienstwem 0.02.

\\'
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Z;rdd'(a rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Przyktad — flip—flop z losowosciag

Flip-flop czasem sie zacina.

Zatozenia:

@ Po 1 nastepuje 0 z prawdopodobienstwem 0.99i 1 z
prawdopodobienstwem 0.01.

@ Po 0 nastepuje 1 z prawdopodobienstwem 0.98 i 0 z
prawdopodobienstwem 0.02.

Nie jest to zrédto bezpamieciowe.
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Z;réd'(a rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Graf dla liczby 7

0.5

0.5 0.5

0.5
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Z;réd'(a rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Graf dla flip—flop

1.0

1.0
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Z;réd'(a rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Graf dla flip—flop z losowoscia

0.99

0.01 0.02

0.98
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Z;rdd'(a rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Markow

Andriej Andriejewicz Markow
Anppeii Angpeesny Mapkos
Andrey Andreyevich Markov

Matematyk rosyjski.

ur. 14 czerwca 1856 w guberni
Riazanskiej,

zm. 20 lipca 1922 w Petersburgu.
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Z;réd'(a rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Markow

Andriej Andriejewicz Markow
Anppeii Angpeesny Mapkos
Andrey Andreyevich Markov

Matematyk rosyjski.

ur. 14 czerwca 1856 w guberni
Riazanskiej,

zm. 20 lipca 1922 w Petersburgu.

Od 1886 profesor uniwersytetu w Petersburgu; cztonek zwyczajny
Petersburskiej Akademii Nauk (od 1896). Byt uczniem znanego
matematyka Pafnutija Czebyszewa. Jego najwazniejsze dokonania

to prace z teorii prawdopodobienstwa — zapoczatkowat w niej m.in.
badania nad wazna w zastosowaniach klasg proceséw >
stochastycznych, zwanych procesami Markowa. \
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Z;rdd'(a rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Ciagi Markowa

Niech S bedzie zrédtem tworzacym wiadomosci w taki sposéb, ze
prawdopodobiefstwo utworzenia wiadomosci x; zalezy od
wiadomosci poprzedniej x;_1, ale nie zalezy wiadomosci x,_> i
jeszcze wczesniejszych.
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Z;rdd'(a rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Ciagi Markowa

Niech S bedzie zrédtem tworzacym wiadomosci w taki sposéb, ze
prawdopodobiefstwo utworzenia wiadomosci x; zalezy od
wiadomosci poprzedniej x;_1, ale nie zalezy wiadomosci x,_> i
jeszcze wczesniejszych.

Ciag takich wiadomosci jest ciagiem Markowa.
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Z;rdd'(a rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Ciagi Markowa

Niech S bedzie zrédtem tworzacym wiadomosci w taki sposéb, ze
prawdopodobiefstwo utworzenia wiadomosci x; zalezy od
wiadomosci poprzedniej x;_1, ale nie zalezy wiadomosci x,_> i
jeszcze wczesniejszych.

Ciag takich wiadomosci jest ciagiem Markowa.

Ciag ,flip—flop z losowoscia” jest ciggiem Markowa.
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Z;rdd'(a rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Ciagi Markowa

Niech S bedzie zrédtem tworzacym wiadomosci w taki sposéb, ze
prawdopodobiefstwo utworzenia wiadomosci x; zalezy od
wiadomosci poprzedniej x;_1, ale nie zalezy wiadomosci x,_> i
jeszcze wczesniejszych.

Ciag takich wiadomosci jest ciagiem Markowa.
Ciag ,flip—flop z losowoscia” jest ciggiem Markowa.

Prawdopodobienstwo pojawienia sie jedynki zalezy od poprzedniej
wartosci.

Jesli byto to zero, to jedynka pojawi sie z prawdopodobienstwem

0.98,

Jesli byta to jedynka, to jedynka pojawi sie z \
prawdopodobienstwem 0.02, W
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Z;rdd'(a rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Ciagi Markowa k-tego rzedu

Niech S bedzie zrédtem tworzacym wiadomosci w taki sposéb, ze
prawdopodobiefstwo utworzenia wiadomosci x; zalezy od k
wiadomosci poprzednich x;_1,...,Xj_k, ale nie zalezy wiadomosci
Xp—k—1 | jeszcze wczesdniejszych.
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Z;rdd'(a rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Ciagi Markowa k-tego rzedu

Niech S bedzie zrédtem tworzacym wiadomosci w taki sposéb, ze
prawdopodobiefstwo utworzenia wiadomosci x; zalezy od k
wiadomosci poprzednich x;_1,...,Xj_k, ale nie zalezy wiadomosci
Xp—k—1 | jeszcze wczesdniejszych.

Ciag takich wiadomoéci jest ciagiem Markowa k-tego rzedu.
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Z;réd'(a rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Zrédta ergodyczne

Zrédto ergodyczne to takie zrédfo, ktére po obserwacji przez dtugi
okres czasu, bedzie wytwarzaé ,typowy” cigg wiadomosci.
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Z;réd'(a rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Zrédta ergodyczne drugiego rzedu — przyktad
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Z;réd'(a rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Rozktad stacjonarny

Czestosci (prawdopodobienstwa) zaobserwowane w dtugim okresie
czasu.

22/54



Zrédta rozszerzone i z pamiecia Z;rdd'(a rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Rozktad stacjonarny

Czestosci (prawdopodobienstwa) zaobserwowane w dtugim okresie
czasu.

Numeracja stanéw:

Stan [00 01 11 10
Numer‘ o 1 2 3

Po = P2 = 3 ~ 03571,
4
= p3 = — =~ 0.1429.
p1=p3 1 0 9
\\Y
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Z;réd'(a rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Zrédta nieergodyczne drugiego rzedu — przykfad
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Z;rdd'(a rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Symulacje — program w Pascalu

procedure next;

var p:double;
tstate:integer;

begin
p:=random;
tstate:=currstate;
if p<probl[currstate] then

begin
inc(tstate);
tstate:=tstate mod 4;
end else
begin

if currstate=1 then tstate:=3;
if currstate=3 then tstate:=1;

end;

currstate:=tstate; -

inc(state[currstate]); )
end;
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Z;réd'(a rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Zadanie 1

Przettumaczy¢ program na inny jezyk (inne jezyki), np. Python,
C++ itp.
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Z;réd'(a rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Zadanie 1

Przettumaczy¢ program na inny jezyk (inne jezyki), np. Python,
C++ itp.

Wykona¢ symulacje.
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Zrédta rozszerzone i z pamieci Zrédta rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Symulacje — wyniki

Start ze stanu 00.
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Z;rdd'(a rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Symulacje — wyniki

Start ze stanu 00.
Stan ‘ n=100 n=1000 n = 10000 pi

00 0.340 0.385 0.355 0.3571
01 0.140 0.131 0.139 0.1429
11 0.390 0.354 0.367 0.3571
10 0.130 0.130 0.139 0.1429

\\'
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Z;rdd'(a rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Symulacje — wyniki

Start ze stanu 00.
Stan ‘ n=100 n=1000 n = 10000 pi

00 0.340 0.385 0.355 0.3571
01 0.140 0.131 0.139 0.1429
11 0.390 0.354 0.367 0.3571
10 0.130 0.130 0.139 0.1429

Powtdrzenie symulacji:

Stan | n=100 »n=1000 n = 10000 pi

00 0.390 0.318 0.358 0.3571
01 0.140 0.149 0.143 0.1429
11 0.336 0.384 0.357 0.3571
10 0.140 0.149 0.143 0.1429

\\'
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Z;réd'(a rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Start z innych stanéw

Start z innych stanéw daje wyniki analogiczne dla duzych n.

Dla matych n wyniki symulacji beda istotnie zaleze¢ od punktu
startu.
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Z;réd'(a rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Start z innych stanéw

Start z innych stanéw daje wyniki analogiczne dla duzych n.

Dla matych n wyniki symulacji beda istotnie zaleze¢ od punktu
startu.

Do samodzielnych préb!
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Z;rdd'(a rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Stany N'i F (1)

Urzadzenie moze by¢ w stanie normalnym N i w stanie awaryjnym
F. Urzadzenie przechodzi ze stanu do stanu z
prawdopodobienstwami podanymi wzorem:

pnn = 0.98
pne = 0.02
pen = 0.98
prr = 0.02

Inaczej méwiac, w pracujacym urzadzeniu rzadko nastepuje awaria,
to znaczy ze jesli otrzymamy wiadomos$¢, ze urzadzenie pracuje, to
prawdopodobienstwo, ze nastepna bedzie informacja o awarii jest
mata i wynosi 0.02. Jesli wiadomo, ze urzadzenie nie pracuje, to
prawdopodobienstwo, ze nastepna bedzie informacja o
pozostawaniu w stanie awarii réwniez jest mata i wynosi 0.02.

\\'
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Z;rdd'(a rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Stany N'i F (2)

Przyjmijmy teraz

pnn = 0.99
pne = 0.01
prnv = 0.49
prr = 0.51

Jest to sytuacja taka, ze urzadzenie rzadziej sie psuje, ale popsute,
z prawdopodobienstwem mniejszym (bo okoto potowy), przechodzi
do stanu normalnego w momencie wystania nastepnej wiadomosci.
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Z;rdd'(a rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Entropia dla zrédet z pamiecia

Entropie okresla sie réwniez dla ciggéw Markowa i dla zrédet z
pamiecia.

S3 to jednak zagadnienia znacznie bardziej zaawansowane i musza
by¢ tutaj pominiete. Zainteresowanym tym zagadnieniem mozna
poleci¢ ksiazke:

N. Abramson, Teoria informacji i kodowania, PWN 1969.
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Z;rdd'(a rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Zadanie 2

Wymysli¢ bliski rzeczywistosci model zrédta bez pamieci, ktére
moze wystaé n réznych wiadomosci z danymi
prawdopodobienstwami.

Poda¢ dla nich kilka réznych sposobéw kodowania.
Obliczy¢ entropie zrédta.

Poda¢é $rednig dtugos¢ stowa kodowego.
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Z;rdd'(a rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Zadanie 3

Rzucamy monetg i kostka do gry w nastepujacy sposéb:

@ Jezeli przy rzucie moneta wypadnie orzet, to nastepny raz tez
rzucamy monety. Jezeli wypadnie reszka, to nastepny raz
rzucamy kostka do gry.

o Jezeli przy rzucie kostka wypadnie széstka, to nastepny raz
tez rzucamy kostka. Jezeli wypadnie inna liczba oczek, to
nastepny raz rzucamy moneta.

Stanami sa:
{O,R,1,2,3,4,5,6}

Narysowaé graf przej$¢ ze stanu do stanu i podaé
prawdopodobienstwa przejsc.
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Z;rdd'(a rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Zadanie 3

Rzucamy monetg i kostka do gry w nastepujacy sposéb:
@ Jezeli przy rzucie moneta wypadnie orzet, to nastepny raz tez

rzucamy monety. Jezeli wypadnie reszka, to nastepny raz
rzucamy kostka do gry.

o Jezeli przy rzucie kostka wypadnie széstka, to nastepny raz
tez rzucamy kostka. Jezeli wypadnie inna liczba oczek, to
nastepny raz rzucamy monet3.

Stanami sa:

{O,R,1,2,3,4,5,6}
Narysowaé graf przej$¢ ze stanu do stanu i podaé
prawdopodobienstwa przejsc.

Napisa¢ procedure w dowolnym jezyku, symulujaca taki ciag
rzutdéw i wyznaczajaca czestosci wystagpien stanéw w dtugich 1\
seriach rzutéw.
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Z;rdd'(a rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Rozwigzania

Zadania s3 nieobowigzkowe, ale ich rozwigzanie jest premiowane
dodatkowymi punktami przy zaliczeniu.

Rozwigzane zadania: rysunek, kod Zrédtowy programu i wyniki
liczbowe, prosze przesta¢ e-mailem na adres:

wojciech.kordecki@collegiumwiteloma.pl
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Zrédta rozszerzone i z pamiecia Z;rdd'(a rozszerzone
Zrédta z pamiegcia

Rozwigzania

Zadania s3 nieobowigzkowe, ale ich rozwigzanie jest premiowane
dodatkowymi punktami przy zaliczeniu.

Rozwigzane zadania: rysunek, kod Zrédtowy programu i wyniki
liczbowe, prosze przesta¢ e-mailem na adres:

wojciech.kordecki@collegiumwiteloma.pl

Termin do kornica 6 listopada.
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Kod nie do odkodowania

Wiadomosé ‘ Kod

51 0
So 01
S3 001
S4 111
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Kod nie do odkodowania

Wiadomosé ‘ Kod

51 0
So 01
S3 001
S4 111

Odkodowanie ciggu 111001:
(111)(001) = s4s3

albo
(111)(0)(01) = sas15> -

\\'
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Przyktad z wyktadu 1

Cztery stany: stan normalny N i jeden z trzech stanéw awaryjnych
A, B, C.
Kodowanie 1: zawsze dwa bity:

00
01
10
11

Ow® > =2

Kodowanie 2: jeden lub trzy bity:

0

101
110
111

Nw> 2

\\'
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Przyktad z wyktadu 1

Cztery stany: stan normalny N i jeden z trzech stanéw awaryjnych
A, B, C.
Kodowanie 1: zawsze dwa bity:

N 00
A 01
B 10
C 1
Kodowanie 2: jeden lub trzy bity:

N O

A 101
B 110
Cc 111

Zaden kod znaku w kodowaniu 1 i 2 nie jest prefixem, czyli \
poczatkowa czescig kodu zadnego innego znaku. W
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Przyktad z wyktadu 1

Cztery stany: stan normalny N i jeden z trzech stanéw awaryjnych
A, B, C.
Kodowanie 1: zawsze dwa bity:

N 00
A 01
B 10
C 1
Kodowanie 2: jeden lub trzy bity:

N O

A 101
B 110
Cc 111

Zaden kod znaku w kodowaniu 1 i 2 nie jest prefixem, czyli \
poczatkowa czescig kodu zadnego innego znaku. W

Jest to wiec kod prefiksowy
35/54



Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Przyktad

Kodowanie 3: jeden, dwa lub trzy bity:

0
01
001
111

N w>2

\\'
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Przyktad

Kodowanie 3: jeden, dwa lub trzy bity:

N O
A 01
B 001
Cc 111

W kodowaniu 3, kod znaku N jest prefiksem znakéw A i B: 01 i
001,

\\'
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Drzewo binarne
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Drzewo binarne

o {1} — korzen,

e {2, 3} — potomkowie (lewy, prawy) wezta {1},
e {4, 5} — potomkowie (lewy, prawy) wezta {2},
e {6} — (prawy) potomek wezta {3},

o {4,5, 6} — liscie.

\\'
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Definicja kodu Huffmana

Z symboli utworzony jest cigg skonczony tekst. Stowa kodowe

o dtugosci k bitéw kazde, wystarczaja do zakodowania 2% symboli.
Kazdemu symbolowi przypisujemy s; € S przyporzadkowujemy
prawdopodobienstwo p;.

Niech b; bedzie liczba bitéw stowa kodujacego symbol s;.
Kodowanie Huffmana polega na utworzeniu stéw kodowych

o niejednakowej dtugosci w taki sposéb, aby srednia

W = z”: bipi
=

byta najmniejsza.

\\'
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Drzewo Huffmana (1)

@ Tworzymy liste drzew binarnych, ktére w wierzchotkach
przechowuja pary: (s;, pi). Na poczatku drzewa sktadaja sie
wytacznie z korzenia.
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Drzewo Huffmana (1)

@ Tworzymy liste drzew binarnych, ktére w wierzchotkach

przechowuja pary: (s;, pi). Na poczatku drzewa sktadaja sie
wytacznie z korzenia.

@ Jedli na liscie jest wiecej niz jedno drzewo, powtarzamy:
usuwamy z listy dwa drzewa o najmniejszym
prawdopodobienstwie zapisanym w korzeniu. Wstawiamy
nowe drzewo, w ktérego korzeniu jest suma
prawdopodobienstw usunietych drzew, natomiast one same
staja sie jego lewym i prawym poddrzewem. Korzen drzewa
nie przechowuje symbolu.
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Drzewo Huffmana (1)

@ Tworzymy liste drzew binarnych, ktére w wierzchotkach
przechowuja pary: (s;, pi). Na poczatku drzewa sktadaja sie
wytacznie z korzenia.

@ Jedli na liscie jest wiecej niz jedno drzewo, powtarzamy:
usuwamy z listy dwa drzewa o najmniejszym
prawdopodobienstwie zapisanym w korzeniu. Wstawiamy
nowe drzewo, w ktérego korzeniu jest suma
prawdopodobienstw usunietych drzew, natomiast one same
staja sie jego lewym i prawym poddrzewem. Korzen drzewa
nie przechowuje symbolu.

© Drzewo, ktére pozostanie na liscie, jest nazywane drzewem
Huffmana — prawdopodobienstwo zapisane w korzeniu jest
réwne 1, natomiast w liSciach drzewa zapisane s3 symbole. W

39/54



Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Drzewo Huffmana (2)

Algorytm Huffmana nie okreéla, w jakiej kolejnosci wybieraé
drzewa z listy, jesli maja takie samo prawdopodobienstwo.

Nie jest réwniez okreslone, ktére z usuwanych drzew ma staé sie
lewym badZ prawym poddrzewem.

Bez wzgledu na przyjete rozwigzanie, srednia dtugos¢i kodu
pozostaje taka sama.
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Algorytm

O Kazdej lewej krawedzi drzewa przypisujemy 0, prawej 1
(mozna oczywiscie odwrotnie).
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Algorytm

O Kazdej lewej krawedzi drzewa przypisujemy 0, prawej 1
(mozna oczywiscie odwrotnie).

@ Przechodzimy w gtab drzewa od korzenia do kazdego liscia
(symbolu): jesli idziemy w prawo, dopisujemy do kodu bit 1;
jesli idziemy w lewo, dopisujemy do kodu bit 0.
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Algorytm

O Kazdej lewej krawedzi drzewa przypisujemy 0, prawej 1
(mozna oczywiscie odwrotnie).

@ Przechodzimy w gtab drzewa od korzenia do kazdego liscia
(symbolu): jesli idziemy w prawo, dopisujemy do kodu bit 1;
jesli idziemy w lewo, dopisujemy do kodu bit 0.

Kod Huffmana jest kodem prefiksowym.
Jest przyktadem kompresji danych.

\\'
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Odkodowanie

Dekodowanie jest procesem odwrotnym. Od korzenia do liscia
idziemy w lewo gdy 0 i w prawo gdy 1.
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Odkodowanie

Dekodowanie jest procesem odwrotnym. Od korzenia do liscia
idziemy w lewo gdy 0 i w prawo gdy 1.

Do odkodowania konieczna jest znajomo$¢ drzewa Huffmana.
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Przyktad — cztery znaki

Symbol ‘ a b c d
Prawdopodobieﬁstwo‘O.l 0.2 03 04

\\'
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Podstawowe kody

Kody prefiksowe
Kod Huffmana

0.1

0.2

0.3

0.4

Cztery drzewa — tylko korzenie
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

taczymy korzenie z symbolami a i b.

0.3 0.3 0.4

0.1 0.2
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

taczymy korzenie (a, b) i c.

0.6 0.4
d
0.3 0.3
c
0.1 0.2
a b
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

taczymy korzenie ((a, b),c) i d

1.0

0.6 0.4

0.3 0.3

0.1 0.2
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Kody znakéw

Symbol‘ a b c d
Kod ‘000 001 01 1

\\'
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Kody znakéw

Symbol‘ a b c d
Kod ‘000 001 01 1

Srednia dtugo$¢ stowa kodowego wynosi:

L=3-01+3-02+2-03+1-04=1.9.

\\'
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Kody znakéw

Symbol‘ a b c d
Kod ‘000 001 01 1

Srednia dtugo$¢ stowa kodowego wynosi:
L=3-01+3-02+2-03+1-04=1.9.

Bez kodowania, dtugos¢ stowa kodowego wynosi doktadnie 2, na
przyktad:

Symbol\a b ¢ d
Kod |00 01 10 11

\\'
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Kody znakéw

Symbol‘ a b c d
Kod ‘000 001 01 1

Srednia dtugo$¢ stowa kodowego wynosi:
L=3-01+3-02+2-03+1-04=1.9.

Bez kodowania, dtugos¢ stowa kodowego wynosi doktadnie 2, na
przyktad:

Symbol\a b ¢ d
Kod |00 01 10 11

g 0,
Kompresja do 95%. \\
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Kodowanie tekstu

cddcabbac

1.0

0.6 0.4

0.3 0.3
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Kodowanie tekstu

cddcabbac

1.0

0.6 0.4

0.3 0.3

0.1 0.2

c 01 |
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Kodowanie tekstu

cddcabbac

1.0

0.6 0.4

0.3 0.3

0.1 0.2

c0l|d1|
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Kodowanie tekstu

cddcabbac

1.0

0.6 0.4

0.3 0.3

0.1 0.2

c0l|d1|d1|
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Kodowanie tekstu

cddcabbac

1.0

0.6 0.4

0.3 0.3

0.1 0.2

c0l|d1l|d1]|co0l|
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Kodowanie tekstu

cddcabbac

1.0

0.6 0.4

0.3 0.3

0.1 0.2

c0L|d1|d1]|coOl]|a000]|
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Kodowanie tekstu

cddcabbac

1.0

0.6 0.4

0.3 0.3

0.1 0.2

c0L|d1|d1|cOl]|a000|b 001 |
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Kodowanie tekstu

cddcabbac

1.0

0.6 0.4

0.3 0.3

0.1 0.2

c0l|d1|d1|cOl|a000|b00l]|bo00L| =
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Kodowanie tekstu

cddcabbac

1.0

0.6 0.4

0.3 0.3

0.1 0.2

c0l|d1|d1|cOl|a000]b00l]|bO00L|aO000| =
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Kodowanie tekstu

cddcabbac

1.0

0.6 0.4

0.3 0.3

0.1 0.2

cOL|d1|d1|cOl]a000]|bO00l]|bO00l]|a000]cOl =
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Podstawowe kody

Odkodowywanie tekstu

Kody prefiksowe
Kod Huffmana

0.6

0.3

0.1

0.3

0.2

Tekst zakodowany 01110100000100100001

0.4

\\'
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Podstawowe kody

Odkodowywanie tekstu

Kody prefiksowe
Kod Huffmana

0.6

0.3

0.1

0.3

0.2

Tekst zakodowany 01110100000100100001

01 c |

0.4

\\'
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Podstawowe kody

Odkodowywanie tekstu

Kody prefiksowe
Kod Huffmana

0.6

0.3

0.1

0.3

0.2

Tekst zakodowany 01110100000100100001

Olc|1ld]|

0.4

\\'
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Podstawowe kody

Odkodowywanie tekstu

Kody prefiksowe
Kod Huffmana

0.6

0.3

0.1

0.3

0.2

Tekst zakodowany 01110100000100100001

Olc|1d|1d|

0.4

\\'
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Odkodowywanie tekstu

0.6 0.4

0.3 0.3

0.1 0.2

Tekst zakodowany 01110100000100100001
Olc|1d|1d]|0lc|

\\'
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Podstawowe kody

Odkodowywanie tekstu

Kody prefiksowe
Kod Huffmana

0.6

0.3

0.1

0.3

0.2

Tekst zakodowany 01110100000100100001
0Olc|1d|1d]|0lc]|000a|

0.4
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Podstawowe kody

Odkodowywanie tekstu

Kody prefiksowe
Kod Huffmana

0.6

0.3

0.1

0.3

0.2

Tekst zakodowany 01110100000100100001
0Olc|1d|1d|0lc|000a|00Lb |

0.4

\\'
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Odkodowywanie tekstu

0.6 0.4

0.3 0.3

0.1 0.2

Tekst zakodowany 01110100000100100001
0Olc|1d|1d]|01c|000a|00Lb |00l b
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Odkodowywanie tekstu

0.6 0.4

0.3 0.3

0.1 0.2

Tekst zakodowany 01110100000100100001
Olc|1d|1d|0lc|000a|001b |00Lb|000a |

\\'
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Odkodowywanie tekstu

0.6 0.4

0.3 0.3

0.1 0.2

Tekst zakodowany 01110100000100100001
0Olc|1d|1d]|0lc|000a|001b|001b|000a]o0lc

\\'
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Odkodowywanie tekstu

0.6 0.4

0.3 0.3

0.1 0.2

Tekst zakodowany 01110100000100100001
0Olc|1d|1d]|0lc|000a|001b|001b|000a]o0lc

\\Y
Tekst odkodowany cddcabbac
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Optymalnos¢

Entropia

H(S)=—(0.1log,0.1 + 0.2log, 0.2 + 0.3 log, 0.3 + 0.4 log, 0.4)
= 1.8464.

Taka jest optymalna dtugosé kodu.

\\'
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Optymalnos¢

Entropia

H(S)=—(0.1log,0.1 + 0.2log, 0.2 + 0.3 log, 0.3 + 0.4 log, 0.4)
= 1.8464.

Taka jest optymalna dtugosé kodu.

Dla kodu Huffmana

H(S) 1.8464

= 19 ~ 0.972

\\'
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Optymalnos¢

Entropia

H(S)=—(0.1log,0.1 + 0.2log, 0.2 + 0.3 log, 0.3 + 0.4 log, 0.4)
= 1.8464.

Taka jest optymalna dtugosé kodu.

Dla kodu Huffmana

H(S) 1.8464

= 19 ~ 0.972

Efektywnos¢ w tym przypadku wynosi 97.2%,
\\
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Przyktad z wyktadu 1 (1)

Zatézmy, ze urzadzenie jest
@ w stanie normalnym z prawdopodobienstwem 0.98,
@ stanie A z prawdopodobienstwem 0.01,

@ w kazdym ze stanéw B i C, z prawdopodobiefistwami po
0.005.

Witedy

H = —(0.98log, 0.98 + 0.01 - log, 0.01 4 2 - 0.005 - log, 0.005)
= 0.1714405425418207.

\\'
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Przyktad z wyktadu 1 (2)

Kod:

0

101
110
111

Nw>=2

Odczyt: 0 — stan N, jedli 1, to odczytujemy dwa nastepne bity.
Srednia dtugos¢ stowa kodowego:

L=098+3-0.01+2-3-0.005=1.04.

Efektywnos¢

= = 0.1648.
1.04

H _0.1714
L -
\\
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Kody prefiksowe
Podstawowe kody Kod Huffmana

Przyktad z wyktadu 1 (3)

Kod Huffmana

01
000
001

Nw>=2

Srednia dtugo$¢ stowa kodowego:
L=1-098+2-0.01+2-3-0.005=1.03.

Efektywnosé
= 0.1664.

H 01714
L 1.03
W
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