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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Sieczna

Niech y = f (x).
Sieczna: prosta przechodzaca przez punkty (x1,y1), (x2, y2).

2/39



Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje

Whtasnosci
Sieczna
Niech y = f (x).
Sieczna: prosta przechodzaca przez punkty (x1,y1), (x2, y2).
5F ' ' ' XN2+1
2*x+0.25
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

lloraz réznicowy

Niech y = f (x).
Ay = f(x+ Ax) — f(x)

Ay, to przyrost wartosci funkcji f przy przyroscie argumentu o Ax.

lloraz réznicowy

Ay f(x+Ax)—f(x)
Ax Ax ’

\\'
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

lloraz ré6znicowy — przyktad (1)

T T T
51 xA2+1
2%x+0.25

0 0.5 1 1.5 2
f(x)=x>+1.
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

lloraz ré6znicowy — przyktad (2)

f(x)=x>+1.

Ax=15-05=1 Ay =325—-125=2.

a: kat nachylenia siecznej do osi OX.
tga = 2.
Réwnanie siecznej y = 2x + 0.25.

\\'
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje

Whtasnosci

Definicja pochodne;

Niech y = f (x).

Pochodna funkcji f wzgledem x:

dy . f(x+h)—Ff(x)
Ay _ 9 _
y =00 =g = m h

bl

o ile granica istnieje.

Jezeli funkcja ma pochodng w pewnym punkcie, to méwimy, ze

jest w tym punkcie rézniczkowalna.

Wartos$¢ pochodnej w punkcie xp oznaczamy ' (x) ‘ , gdyz
X=Xp

' (xo) jest liczba, czyli funkcja stata. Jesli jednak nie prowadzi to

do nieporozumien, pisze sie po prostu f’ (xp).

\\'
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje

Whtasnosci

Pochodna i styczna
Jezeli oznaczymy b = f (a) i w punkcie x = a funkcja f jest
rézniczkowalna, to /' (x) } = tg a, gdzie a jest katem
X=a
nachylenia stycznej do wykresu funkcji f w punkcie (a, b).
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Rézniczkowalnosé i ciggtosc

Przypomnienie:
Funkcja f (x) jest ciagta w punkcie xp, gdy

lim £ (x)=f(x).

X—X0
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Rézniczkowalnosé i ciggtosc

Przypomnienie:
Funkcja f (x) jest ciagta w punkcie xp, gdy

lim £ (x)=f(x).

X—X0

Twierdzenie

Jesli f jest rézniczkowalna w punkcie x, to jest ciagfa w x.

8/39



Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje

Whtasnosci

Twierdzenie

dly+z) dy dz
dx dx = dx
d(yz)  dz dy
dx 7 dx + dx
3% dy dz
02T Vo
d>z< = 2 , z#0. )
\\
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje

Whtasnosci

dx dx = dx
d(yz)  dz dy
dx 7 dx + dx
3% dy dz
02T Vo
d>z< N z2 , 270

Twierdzenie

Whiosek. Jesli ¢ = const, to

dly+c) _dy d(cy) _ dy

dx  dx’ dx C&

\\'
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(F(x)+g(x) =Ff(x) +& (%),

(F(x)g(x)) =f'(x)g(x) +f(x)g (x),

®
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Wzory — inaczej

@ Pochodna sumy jest suma pochodnych.
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Wzory — inaczej

@ Pochodna sumy jest suma pochodnych.

@ Pochodna iloczynu nie jest iloczynem pochodnych.

\\'
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Wzory — inaczej

@ Pochodna sumy jest suma pochodnych.
@ Pochodna iloczynu nie jest iloczynem pochodnych.

@ Pochodna ilorazu nie jest ilorazem pochodnych.
\\
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Pochodne Maxima

. Cos X sin x .
d [sinx == -7 sin X — X Cos X
dx X N sin x N 2 /[sinx
sin X 2X ==

X

(%i1) diff(sqrt(sin(x)/x),x,1);

(%01) (cos(x)/x-sin(x)/x"2)/(2*sqrt(sin(x)/x))
(%12) ratsimp(%);

(%02) -(sin(x)-x*cos(x))/(2*x"2*xsqrt(sin(x)/x))

cos(x)  sin(x) Siﬂ{x}—x EDS{K}
X xz - —
II-'Il—sin(x} 2 | sin(x)

2 1\_. ; 2 x \.." T @
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Pochodne wyzszych rzedéw

gdzie
FA(x) = (x)
lub
dny _ i dnfly
dx"  dx \ dxn=1 )’
gdzie
1
Gy _ & W
dx!  dx
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Pochodne Maxima (1)

ffi sin x
dx2 V x

(%13) diff(sqrt(sin(x)/x),x,2);

(%03) (-sin(x)/x+(2*sin(x))/x"3
-(2*xcos(x))/x"2)/(2*sqrt(sin(x) /x))
-(cos(x)/x-sin(x)/x"2) "2/ (4*x(sin(x)/x) " (3/2))

(%i4) ratsimp(%);
(%hod) -((2%x~2-3)*sin(x) "2+2*x*cos(x)*sin(x)
+x~2%cos (x) "2)/ (4*x~4*x(sin(x)/x) ~(3/2))

®
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Pochodne Maxima (2)

sin(x) | 2sin(x) 2 cos(x) [cos( ) sin(x}]2
X 3 2 ¥ 2
X x B X
5 | sin(x) 4 sin(x) |2
V= x

2 2 2 2
(2x —3)sin{x) +2x cos(x )sin{x)+x cosi{x)

4){4{ sin(x ) ]3“!2
x
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Inne oznaczenia pochodnych

y' =f’"(x), pierwsza pochodna, ,f prim”,
= £(2) (x), druga pochodna, ,f bis",

y" = £(3) (x), trzecia pochodna.
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Inne oznaczenia pochodnych

y' =f’"(x), pierwsza pochodna, ,f prim”,
= £(2) (x), druga pochodna, ,f bis",

y" = £(3) (x), trzecia pochodna.

Jedli x (t) jest funkcja czasu, na przyktad potozeniem punktu x w
chwili t, to

@ x — pierwsza pochodna,

@ X — druga pochodna.
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Wielomiany
Pochodne réznych funkgcji Funkcje wykfadnicze i trygonometryczne

Wspotczynnik Newtona

(n) ———— dlan>0,n>k,
1 dlan=0, k=0,
gdzien!=1-2-3---(n—1)n, 0! = 1.

\\'
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Wielomiany
Pochodne réznych funkgcji Funkcje wykfadnicze i trygonometryczne

Tréjkat Pascala

Trojkat Pascala utworzony jest na podstawie wzoru

)=+ )

Na przyktad (‘21) = 0.

\\'
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Wielomiany
Pochodne réznych funkgcji Funkcje wykfadnicze i trygonometryczne

Obliczenia wspétczynnika Newtona — Python

https://www.askpython.com/python/examples/
binomial-coefficient
Statistics and Mathematics are growing more and more crucial
for understanding today’s high-end technologies such as Data
Science and Machine Learning. Achieving a thorough under-
standing of these mathematics concepts is important to under-
stand many complex algorithms easily.

import math
print (math.comb(4,2))

Wynik: 6

print (math.comb(60,20))

4191844505805495

print (math.comb(60,40)) W
4191844505805495
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https://www.askpython.com/python/examples/binomial-coefficient
https://www.askpython.com/python/examples/binomial-coefficient

Wielomiany
Pochodne réznych funkgcji Funkcje wykfadnicze i trygonometryczne

Obliczenia wspétczynnika Newtona — Maxima

(%i1) binomial(60,20);
(%o1l) 4191844505805495

(%i2) binomial (60,40);
(%02) 4191844505805495
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Wielomiany
Pochodne réznych funkgcji Funkcje wykfadnicze i trygonometryczne

Dwumian Newtona
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Wielomiany
Pochodne réznych funkgcji Funkcje wykfadnicze i trygonometryczne

Dwumian Newtona

\\'
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Wielomiany
Pochodne réznych funkgcji Funkcje wykfadnicze i trygonometryczne

Pochodna funkcji x”

Niech y = x".
b (x4 )" — x"
v ILTO h
B e L s
h—0 h
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Wielomiany
Pochodne réznych funkgcji Funkcje wykfadnicze i trygonometryczne

Pochodna wielomianu — wykresy

(2x3+x2—4x+1)/:6x2+2x—4.

25 F T T T T T T T
2KXNA3HXN2-4F X+ ——
E*xN242¥x-4 ——
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Wielomiany
Pochodne réznych funkgcji Funkcje wykfadnicze i trygonometryczne

Pochodna funkcji potegowe;j
Niech y = x?, gdzie a € R.

X — X a—1
X X '
Wykresy dla a=0.6 i a = 1.4.

10 T T T

T
x"0.6 ——
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Wielomiany
Pochodne réznych funkgcji Funkcje wyktadnicze i trygonometryczne

Pochodna e&*
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Wielomiany
Pochodne réznych funkgcji Funkcje wyktadnicze i trygonometryczne

Pochodna e&*

() = €.

Jedyna funkcja spetniajaca warunek
Fl(x) = f(x)

jest funkcja f (x) = €*.
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Wielomiany
Pochodne réznych funkgcji Funkcje wyktadnicze i trygonometryczne

Pochodna sinusa

Réznica sinuséw

sina — sin 8 = 2 cos (a—;ﬁ> sin (a;ﬂ)
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Wielomiany
Pochodne réznych funkgcji Funkcje wyktadnicze i trygonometryczne

Pochodna sinusa

Réznica sinuséw

sina — sin 8 = 2 cos (a—;ﬁ> sin (a;ﬂ)

Niech y = sin x.
, . sin(x+h)—sinx . 2cos(x+2)sin
y = lim = lim
h—0 h h—0 h
. h\ sin g
= lim cos | x + = = = cosXx.

h—0 2 5

Analogicznie wyprowadza sie wzér (cosx)’ = — sin x. \\’
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Wielomiany
Pochodne réznych funkgcji Funkcje wykfadnicze i trygonometryczne

Pochodna sinusa — wykresy

(sinx)’ = cos x
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Wielomiany
Pochodne réznych funkgcji Funkcje wyktadnicze i trygonometryczne

Pochodna logarytmu naturalnego

Niech y = Inx.
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Wielomiany
Pochodne réznych funkgcji Funkcje wyktadnicze i trygonometryczne

Pochodna logarytmu naturalnego

Niech y = Inx.
+h h
Y/ = lim In(x+h)—|nx_Iim In > _ In(1+ 1)
h—0 h h—0 h h—0 h

h 1/h 1 h x/h
:Iim|n<1+> :|im|n(1+) .
h—0 X h—0 X X

Przyjmijmy t = x/h. Wtedy

1 1\* 1 1\" 1 1
y' == lim In<1+> = ~In lim <1+> =—lne=—.
X t—o00 t X  h—=0 t X X
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Wielomiany
Pochodne réznych funkgcji Funkcje wykfadnicze i trygonometryczne

Pochodna logarytmu naturalnego — wykresy

(Inx) = 1/x.

15 T T T

log(x)
1/x

10 - h
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Wielomiany
Pochodne réznych funkgcji Funkcje wyktadnicze i trygonometryczne

Pochodna logarytmu o dowolnej podstawie

W?z6r na zamiane podstaw logarytméw

log. b= —
8a Ina
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Wielomiany
Pochodne réznych funkgcji Funkcje wyktadnicze i trygonometryczne

Pochodna logarytmu o dowolnej podstawie

W?z6r na zamiane podstaw logarytméw

Inb
log. b= —
©8a Ina

Niech y = log, x.
dlog,x d (Inx)_ 1 dinx 1

Ina dx xlna’

Ina

dx dx
dla x > 0.
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Wielomiany
Pochodne réznych funkgcji Funkcje wyktadnicze i trygonometryczne

Pochodna logarytmu o dowolnej podstawie

W?z6r na zamiane podstaw logarytméw

Inb
log. b= —
©8a Ina

Niech y = log, x.
dlog,x d (Inx) 1 dinx 1

dx dx \Ina Ina dx  xlna’
dla x > 0.
dlog,(—x) 1
dx ~ —xlna’
dla x < 0.
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Wielomiany
Pochodne réznych funkgcji Funkcje wyktadnicze i trygonometryczne

Pochodna logarytmu o dowolnej podstawie

W?z6r na zamiane podstaw logarytméw

Inb
log. b= —
©8a Ina

Niech y = log, x.
dlog,x d (Inx\ 1 dlhx 1
N N ~ xlna’

dx dx \Ina Ina dx
dla x > 0.
dlog,(—x) 1
dx ~ —xlna’
dla x < 0.
dlog,x 1 W
dx  |x|lna’



Wielomiany
Pochodne réznych funkgcji Funkcje wyktadnicze i trygonometryczne

Pochodna wielomianu i tangensa

(a0 + a1x + X2 + -+ a,,x”)’ = a1 + 2ayx + - -+ + na,x"!
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Wielomiany
Pochodne réznych funkgcji Funkcje wyktadnicze i trygonometryczne

Pochodna wielomianu i tangensa

(a0 + a1x + X2 + -+ a,,x”)’ = a1 + 2ayx + - -+ + na,x"!

sin x )/ _ (cos x) (sin x)" — (sin x) (cos x)’ 1

() = (

COS X cos? x cos? x

30/39



Wielomiany
Pochodne réznych funkgcji Funkcje wykfadnicze i trygonometryczne

Pochodna tangensa — wykresy

(tgx)" = 1/ cos? x.
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Wielomiany
Pochodne réznych funkgcji Funkcje wyktadnicze i trygonometryczne

Przyktady

@3+x2+x+ﬂnﬂ”:(&8+2x+1+cmez6x+2—dnx
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Wielomiany
Pochodne réznych funkgcji Funkcje wyktadnicze i trygonometryczne

Przyktady

(X3+x2+x+sinx)” = (3x2—|—2x+1+cosx)/ = 6x+ 2 —sinx.

(sinx)’ = cos x,

(sinx)” = —sin x,
(sinx)"” = — cos x
(sin x)(4) =sinx
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Wielomiany
Pochodne réznych funkgcji Funkcje wyktadnicze i trygonometryczne

Przyktady

(X3+x2+x+sinx)” = (3x2—|—2x+1+cosx)/ = 6x+ 2 —sinx.

(sinx)’ = cos x,

(sinx)” = —sin x,

(sinx)"” = — cos x
(sin x)(4) =sinx

/

(Inx)" = (1/x) = (x_l) = —x2=—-1/x2
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Wielomiany

Pochodne réznych funkgcji Funkcje wyktadnicze i trygonometryczne
Tabela pochodnych (1)
Funkcja £ (x) Pochodna ' (x)
c 0
x" nx"—1
x? axa-1
VX :
T -

2/x
sin x COS X
COS X —sinx

T 1 5
-1

ctgx dla x # +km — =—1—ctg®x

sin“ x
e* e*
a~dlad<a#1 a¥Ina \\Y
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Wielomiany
Pochodne réznych funkgcji Funkcje wyktadnicze i trygonometryczne

Tabela pochodnych (2)

Funkcja f (x)

Pochodna ' (x)

In |x]| —
X
1
log, |x| dla0<a a#1
xIna
. 1
arcsin x ——
V1—x2
1
arc cos x
V1—x?
1
arct
rerex 1+ x?
arcct !
r X -
2 1+ x2
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Wielomiany
Pochodne réznych funkgcji Funkcje wyktadnicze i trygonometryczne

Dziwny przyktad

Funkcja f (x) i jej pochodna f (x).

f(x)=xsin(1/x),

F/(x) = sin (1/x) — M,

dla x # 0.

\\'
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Wielomiany
Funkcje wykfadnicze i trygonometryczne

Pochodne réznych funkgcji

Dziwny przyktad — funkcja f (x)

sin(1/x)*x

-1 -0.5 0 0.5 1
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Wielomiany
Pochodne réznych funkgcji Funkcje wykfadnicze i trygonometryczne

Dziwny przyktad — pochodna f’(x)

1500 [ ! I ! R
1000 |- |
X 500 g
X
1
8 0
x
S
b1
@ -500 .
-1000 g
-1500 f ) ; ) .
-1 -0.5 0 0.5 1
X
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Wielomiany
Pochodne réznych funkgcji Funkcje wykfadnicze i trygonometryczne

Dziwny przyktad c.d. — funkcja f (x) (1)

T T T
0.06 - B
0.04 - B
0.02 1
£ or ‘ \ |
z l
Z
£ -0.02 4
wn
.004 - -
-0.06
-0.08 |- 1
1 1 1
-0.1 -0.05 0 0.05 0.1
X
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Wielomiany
Pochodne réznych funkgcji Funkcje wykfadnicze i trygonometryczne

Dziwny przyktad c.d. — funkcja f (x) (2)

0.005

sin(1/x)*x
o

-0.005 -

-0.01 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-0.01 -0.008 -0.006 -0.004 -0.002 0  0.002 0.004 0.006 0.008 0.01

X
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