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Funkcje Funkcje — przypomnienie
Funkcje elementarne

Dziedzina funkgcji

Funkcja f : X — Y, gdzie X jest dziedzing, czyli zbiorem
argumentéw funkgji.
Zbiér wartosci W funkgji f:

W={y:\/ flx)=y}

xeX

Funkcja f : X = Y gdy W C Y, natomiast f : X 3 Y gdy
w=yY.

\\'
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Funkcje Funkcje — przypomnienie
Funkcje elementarne

Funkcje monotoniczne

Funkcja f jest
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Funkcje Funkcje — przypomnienie
Funkcje elementarne

Funkcje monotoniczne

Funkcja f jest
@ rosnaca, gdy x1 < xo2 = f (x1) < f (x2),
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Funkcje Funkcje — przypomnienie
Funkcje elementarne

Funkcje monotoniczne

Funkcja f jest
@ rosnaca, gdy x1 < xo2 = f (x1) < f (x2),
e malejaca, gdy xy < xo = f(x1) > f (x),
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Funkcje Funkcje — przypomnienie
Funkcje elementarne

Funkcje monotoniczne

Funkcja f jest
@ rosnaca, gdy x1 < xo2 = f (x1) < f (x2),
e malejaca, gdy xy < xo = f(x1) > f (x),
@ niemalejaca, gdy x1 < xo = f(x1) < f(x2),
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Funkcje Funkcje — przypomnienie
Funkcje elementarne

Funkcje monotoniczne

Funkcja f jest
@ rosnaca, gdy x1 < xo2 = f (x1) < f (x2),
e malejaca, gdy xy < xo = f(x1) > f (x),
@ niemalejaca, gdy x1 < xo = f(x1) < f(x2),
@ nierosnaca, gdy x1 < x2 = f(x1) > f (x2).
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Funkcje Funkcje — przypomnienie
Funkcje elementarne

Funkcje monotoniczne

Funkcja f jest
@ rosnaca, gdy x1 < xo2 = f (x1) < f (x2),
e malejaca, gdy xy < xo = f(x1) > f (x),
@ niemalejaca, gdy x1 < xo = f(x1) < f(x2),
@ nierosnaca, gdy x1 < x2 = f(x1) > f (x2).

Funkcje monotoniczne, to funkcje rosnace, malejace, niemalejace i
nierosnace.

Funkcje sa przedziatami monotoniczne, gdy dziedzine mozna
przedstawi¢ w postaci sumy przedziatéw tak, aby w kazdym
przedziale funkcja byta monotoniczna.
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Funkcje Funkcje — przypomnienie
Funkcje elementarne

Funkcje réznowartosciowe i odwrotne do nich

Funkcja f jest réznowartosciowa lub wzajemnie jednoznaczna, gdy

X1 75 Xp < f(Xl) 7& f(X2).
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Funkcje Funkcje — przypomnienie
Funkcje elementarne

Funkcje réznowartosciowe i odwrotne do nich

Funkcja f jest réznowartosciowa lub wzajemnie jednoznaczna, gdy

X1 75 Xy < f(Xl) 75 f(X2).

Funkcja odwrotna f~! do funkcji réznowartosciowej f :

y="f(x), x=f"y).
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Funkcje Funkcje — przypomnienie
Funkcje elementarne

Funkcje réznowartosciowe i odwrotne do nich

Funkcja f jest réznowartosciowa lub wzajemnie jednoznaczna, gdy

X1 75 Xy < f(Xl) 75 f(X2).

Funkcja odwrotna f~! do funkcji réznowartosciowej f :

y="f(x), x=f"y).




Funkcje Funkcje — przypomnienie

Wykresy f (x) < f~1(x)

Funkcje elementarne

x \\'
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Funkcje Funkcje — przypomnienie
Funkcje elementarne

Wykresy f (x) <+ f~!(x) — symetria

x \\'
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Funkcje Funkcje — przypomnienie
Funkcje elementarne

Wykresy f (x) <+ =1 (x) — lusterko
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Funkcje Funkcje — przypomnienie
Funkcje elementarne

Wykresy: Maxima

plot2d([x~4,x"(1/4),x], [x,0,1]1, [y,0,1],
same_xy, [legend,falsel)$

Opcje:

@ same_xy — taka sama skala x i y,

@ legend,false — bez opiséw krzywych.
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Funkcje Funkcje — przypomnienie
Funkcje elementarne

Definicje

Funkcje elementarne, to funkcje potegowe, trygonometryczne,
wyktadnicze, odwrotne do nich (z ewentualnie ograniczona
dziedzing) oraz sumy, iloczyny i ilorazy funkgji elementarnych.
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Funkcje Funkcje — przypomnienie
Funkcje elementarne

Funkcje potegowe, wielomiany, funkcje wymierne

Potega (n-ta potega) liczby x:

xX"=x-x-...-X
—_——

n razy

Pierwiastek stopnia n (n-tego stopnia): /x — funkcja odwrotna do
potegi x", dla x > 0.
Wielomiany stopnia n, gdy a, # 0:

f(x) = anx" 4+ an_1x"1 + -+ a1x + ap,

Funkcje wymierne:

f(x)= , gdzie P, Q — wielomiany.
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Funkcje Funkcje — przypomnienie
Funkcje elementarne

Wykres funkgcji wymiernej (1)

(X"NHx+1)/(xN2+1)
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Funkcje Funkcje — przypomnienie
Funkcje elementarne

Wykres funkcji wymiernej (2)

(X"NHx+1)/(xN6+1)
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Funkcje Funkcje — przypomnienie
Funkcje elementarne

Wykres funkcji wymiernej (3)

(X"NHx+1)/(xA3+1)
o
T
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Funkcje Funkcje — przypomnienie
Funkcje elementarne

Funkcje trygonometryczne i cyklometryczne

Funkcje trygonometryczne, to sin x, cos x, tg x, ctg x.

Funkcje odwrotne do trygonometrycznych z dziedzing ograniczona
do przedziatéw, w ktérych funkcje trygonometryczne s3a
réznowartosciowe, to funkcje cyklometryczne (nazwy poprzedzone
symbolem arc: arcsin x, arccos x, arctg x, arcctg x).
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Funkcje Funkcje — przypomnienie
Funkcje elementarne

Dziedziny funkcji trygonometrycznych i cyklometrycznych

Dziedziny i zbiory wartosci funkgji trygonometrycznych i
cyklometrycznych zestawiono w tabeli.

Funkcja dziedzina zbidr wartosci
sinx, cosx | (—o0,00) [—1,1]

arcsin x [—1,1] [-7/2,7/2]
arc cos x [—1,1] [0, 7]

tg x (—o00,00) \ {7/2+ kn} | (—o0,0)

ctg x (—00,00) \ {km} (—o0, 00)
arctg x (—00, 00) [—7/2,7/2]
arc ctg x (—o0, 00) [0, 7]

gdzie k =0,£1,4+2,.. ..
W
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Funkcje Funkcje — przypomnienie
Funkcje elementarne

Funkcja sin x, cos x
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Funkcje Funkcje — przypomnienie
Funkcje elementarne

Funkcja arcsin x i arc cos x

asin(x)
acos(x)
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Funkcje Funkcje — przypomnienie
Funkcje elementarne

Funkcje wyktadnicze

Funkcje wyktadnicze s3 postaci a*, gdzie a > 0. Dla x = p/q,
g > 0, czyli wymiernych, a* = v/aP. Dla x niewymiernych

2 = lim aP/a
n—oo

dla pn/qn — x, gdzie p,, g, — catkowite.
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Funkcje Funkcje — przypomnienie
Funkcje elementarne

Funkcje logarytmiczne

Funkcje logarytmiczne o podstawie a, to funkcje odwrotne do
wyktadniczych a*:

y=log,x < x=2a", a>0, a#l

Logarytm naturalny, to logarytm o podstawie e, oznaczany

Inx = log, x. Dla a = 10 (logarytm dziesietny) lub a =2

(logarytm binarny) zwykle opuszcza sie podstawe logarytmu, tzn.

log x = logq x lub log x = log, x. W literaturze informatycznej

stosuje sie na ogdt logarytmy binarne. W literaturze technicznej i
ekonomicznej, najczesciej stosowane s3 logarytmy dziesietne.

Czesto jest stosowane oznaczenie exp x = €* dla funkji

wyktadniczej o podstawie e. Wtedy exp x i In x sg parg funkgji
odwrotnych. W
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Funkcja exp x i In x

Funkcje

Funkcje — przypomnienie
Funkcje elementarne
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Funkcje Funkcje — przypomnienie
Funkcje elementarne

Funkcje hiperboliczne

Sinus hiperboliczny i cosinus hiperboliczny:

) eX —e™ % eX +e %
sinhx = ——— | coshx = ———
2 2
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Funkcje Funkcje — przypomnienie
Funkcje elementarne

Funkcje sinh x, cosh x

80 F T T T T T =
sinh(x)
cosh(x)

60
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Funkcje przypomnienie
Funkcje elementarne

cosh x: krzywa fancuchowa
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Funkcje Funkcje — przypomnienie
Funkcje elementarne

" cosh x: most grunwaldzki

Krzywa tancuchowa
Most Grunwaldzki - Wroctaw




Funkcje Funkcje — przypomnienie
Funkcje elementarne

arsinh x 1 ar cos x

funkcje dwrotne do funkcji hperbolicznych, to area sinus
hiperboliczny i area cosinus hiperboliczny:

arsinhx = In (x+ \/x2+1>,
arcosh x = In (x—i— VX2 — 1),

dla x > 0. Funkcja ar cosh x jest funkcja odwrotng do funkgji
cosh x ograniczona do dziedziny [0, c0) w ktérej jest
réznowartosciowa. Dziedzing funkgji ar cosh x jest [1, c0).
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Funkcje Funkcje — przypomnienie
Funkcje elementarne

Funkcje arsinh x, ar cosh x

T T T T T
asinh(x)
2+ : acosh| 4
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Definicje i wtasnosci granic
Granice i ciggtos¢ funkcji Ciggtosc funkcji

Definicja Heinego granicy funkgji

Liczba g jest granica funkcji f w punkcie xg, jesli dla kazdego
ciagu xp, — Xo, X # Xg przy n — oo, zachodzi

lim f(x,) = g.

n—o00 ( n) g

Granica jest niewtasciwa, gdy g = oo lub g = —o0 | w
nieskoriczonosci (minus nieskoriczonosci), gdy xo = oo lub

Xp = —O0
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Definicje i wtasnosci granic
Granice i ciggtos¢ funkcji Ciggtosc funkcji

Przyktad

Niech
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Definicje i wtasnosci granic
Granice i ciggtos¢ funkcji Ciggtosc funkcji

Przyktad

Niech

f(x) = x°.
Przyjmijmy x, = 1/n. Wtedy

f (x) = (}7)2 -0,
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Definicje i wtasnosci granic
Granice i ciggtos¢ funkcji Ciggtosc funkcji

Przyktad

Niech

f(x) = x°.
Przyjmijmy x, = 1/n. Wtedy

f (x) = (}7)2 -0,

Gdy x, = +/1/n, to

\\'
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Definicje i wtasnosci granic
Granice i ciggtos¢ funkcji Ciggtosc funkcji

Przyktad

Niech

f(x) = x°.
Przyjmijmy x, = 1/n. Wtedy

f (x) = (}7)2 -0,

1
f(Xn):;—>0

Gdy x, = +/1/n, to

Tak samo, gdy tylko x, — 0.

\\'
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Definicje i wtasnosci granic
Granice i ciggtos¢ funkcji Ciggtosc funkcji

Przyktad

Niech

f(x) = x°.
Przyjmijmy x, = 1/n. Wtedy

f (x) = (1)2 -0,

Gdy x, = +/1/n, to

1
f(Xn) == ; —0
Tak samo, gdy tylko x, — 0.

Whiosek:

x—0
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Definicje i wtasnosci granic
Granice i ciggtos¢ funkcji Ciggtosc funkcji

Definicja Cauchy’ego granicy funkgcji (1)

Liczba g jest granica funkcji f w punkcie xg, jesli

AV N Ifx)-gl<e

€>00>0 |x—xp|<d
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Definicje i wtasnosci granic
Granice i ciggtos¢ funkcji Ciggtosc funkcji

Definicja Cauchy’ego granicy funkgcji (2)

Liczba g jest granica funkcji f w nieskoniczonosci jesli
AV AIfx)-gl<e
£>0 M>0x>M

Liczba g jest granica funkcji f w minus nieskoriczonosci jesli

AV A Ifx)-gl<e

e>0 M>0x<—M
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Definicje i wtasnosci granic
Granice i ciggtos¢ funkcji Ciggtosc funkcji

Definicja Cauchy’ego granicy funkgcji (3)

Funkcja f ma granice niewfasciwa nieskoriczonos¢ w punkcie xg,

jesli
AV A f)>M

M>06>0 |x—xo|<8

Funkcja f ma granice niewfasciwg minus nieskoriczonos¢ w punkcie

Xo,_/'eS//I'
AV A\ fx<-m

M>00>0 |x—xp|<8
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Definicje i wtasnosci granic
Granice i ciggtos¢ funkcji Ciggtosc funkcji

Przyktad

f(x)=x2
Szukamy limy_,o f (x).
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Definicje i wtasnosci granic
Granice i ciggtos¢ funkcji Ciggtosc funkcji

Przyktad

f(x)=x2
Szukamy limy_,o f (x).

AV AN Ifx)-gl<e

£>0 5>0 [x—xp| <5
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Definicje i wtasnosci granic
Granice i ciggtos¢ funkcji Ciggtosc funkcji

Przyktad

f(x)=x2
Szukamy limy_,o f (x).

AV AN Ifx)-gl<e

£>0 5>0 [x—xp| <5

Ustalamy € > 0.
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Definicje i wtasnosci granic
Granice i ciggtos¢ funkcji Ciggtosc funkcji

Przyktad

f(x)=x2
Szukamy limy_,o f (x).

AV AN Ifx)-gl<e

€>00>0 |x—xp|<d

Ustalamy € > 0.
Pytamy, czy istnieje 6 > 0 takie, ze jedli |x| < 6, to x? < £7?
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Definicje i wtasnosci granic
Granice i ciggtos¢ funkcji Ciggtosc funkcji

Przyktad

f(x)=x2
Szukamy limy_,o f (x).
AV AN Ifx)-gl<e
€>00>0 |x—xp|<d
Ustalamy € > 0.
Pytamy, czy istnieje 6 > 0 takie, ze jedli |x| < 6, to x? < £7?
Istnieje, bo wystarczy przyjac d = /e.
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Definicje i wtasnosci granic
Granice i ciggtos¢ funkcji Ciggtosc funkcji

Przyktad

f(x)=x2
Szukamy limy_,o f (x).

AV AN Ifx)-gl<e

£>05>0 |[x—xo|<8
Ustalamy € > 0.
Pytamy, czy istnieje 6 > 0 takie, ze jedli |x| < 6, to x? < £7?
Istnieje, bo wystarczy przyjac d = /e.
Istotnie tak jest, bo jedli [x| < 4, to x* < §% = &.

32/55



Definicje i wtasnosci granic
Granice i ciggtos¢ funkcji Ciggtosc funkcji

Operacje na granicach

Twierdzenie

Jesli istnieja odpowiednie granice funkcji f i g (réwniez w
nieskoriczonosci i minus nieskoriczonosci), to
o lim (f = lim f lim
Jim (f(x}+g(x)) = lim f(x)+ lim g (x),

° Xli_>n;0 (cf (x)) = c)(li_)r‘r)(0 f (x),

o lim (F()g(x)) = lim £(x) lim & (x)

o Jesli ponadto Ii_>m g(x)#0, to
X—XQ

lim f(x)

. f X) X—X0
lim = — .
o g(x) ~ Tim g (x)

X—>X0 '\\-
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Definicje i wtasnosci granic
Granice i ciggtos¢ funkcji Ciggtosc funkcji

Witasnosci granic — nieréwnos¢

Twierdzenie

Jesli dla kazdego x spetniona jest nieréwnos¢ f(x) < g(x), to

lim f(x) < lim g(x).

X—>X0 X—>X0
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Definicje i wtasnosci granic
Granice i ciggtos¢ funkcji Ciggtosc funkcji

Witasnosci granic — nieréwnos¢

Twierdzenie

Jesli dla kazdego x spetniona jest nieréwnos¢ f(x) < g(x), to

lim f(x) < lim g(x).

X—>X0 X—>X0

Twierdzenie
Jesli f (x) < g (x) < h(x) oraz

=l ) =e,

to
lim g(x) = g.

X—Xp
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Definicje i wtasnosci granic
Granice i ciggtos¢ funkcji Ciggtosc funkcji

Przyktad

—x < x|sinx| < x.

x*siln(x) I
abs(x)

40

20




Definicje i wtasnosci granic
Granice i ciggtos¢ funkcji Ciggtosc funkcji

Witasnosci granic — ztozenie

Jedli zbiér wartosci Wr funkcji f jest zawarty w dziedzinie Dy,
funkcji g:
Wf c Dg>

to funkcja g (f (x)) jest ztozeniem (superpozycja) funkcji g i f

Twierdzenie

Jesli istnieja granice
Jim, Fx) = yo,
[ = 2,
Jim g(y) =20
to
lim g (f (x)) = 2. \Y
X—rX0




Definicje i wtasnosci granic
Granice i ciggtos¢ funkcji Ciggtosc funkcji

Granice jednostronne

Definicje granic jednostronnych, tzn. prawostronnych

lim, .+ f(x) = yo i lewostronnych IimX_»{ f(x) =y sa
analogiczne do definicji (obustronnej) granicy, przy dodatkowych
warunkach x, > xg lub x, < xg w definicji Heinego i x > xp lub
x < xp w definicji Cauchy’ego.

Przyktad.
Granice niewfasciwe jednostronne:

lim — = oo,
x—0t X

lim — = —c0
x—0— X
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Definicje i wtasnosci granic
Granice i ciggtos¢ funkcji Ciggtosc funkcji

Czesto spotykane granice

@ |lim — =00, dla a >0,
x—00 X9

. Inx
@ lim — =0,dla a>0,
x—o00 X9
o lim (xInx)=0.
x—0t
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Definicje i wtasnosci granic
Granice i ciggtos¢ funkcji Ciggtosc funkcji

Funkcja e~

Bezposrednio z definicji liczby e mozna otrzyma¢ wazne granice

1 X
lim (1 + ) = e,
X—00 X

lim (1 + x)Y/* = e.

x—0

oraz
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Definicje i wtasnosci granic
Granice i ciggtos¢ funkcji Ciggtosc funkcji

Symbole nieoznaczone

®© 6 6 6 6 o
o
o
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Definicje i wtasnosci granic
Granice i ciggtos¢ funkcji Ciggtosc funkcji

Symbole nieoznaczone

®© 6 6 6 6 o
8
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Definicje i wfasnosci granic
Granice i ciggtos¢ funkcji Ciagtosc¢ funkcji

Definicja ciggtosci

Funkcja f jest ciagta w punkcie a, gdy

f(a)=limf(x).

X—a

Funkcja jest ciagta w punkcie a jednostronnie (lewostronnie lub
prawostronnie), gdy granice zastapimy granica jednostronna.
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Definicje i wfasnosci granic
Granice i ciggtos¢ funkcji Ciagtosc¢ funkcji

Definicja ciggtosci

Funkcja f jest ciagta w punkcie a, gdy

f(a)=limf(x).

X—a

Funkcja jest ciagta w punkcie a jednostronnie (lewostronnie lub
prawostronnie), gdy granice zastapimy granica jednostronna.

Funkcja f jest ciagta, gdy jest ciagfa w kazdym punkcie.

41/55
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Definicje i wfasnosci granic
Granice i ciggtos¢ funkcji Ciagtosc¢ funkcji

Ciggtos¢ przedziatami

Funkcja jest przedziatami ciagta, gdy jej dziedzine mozna
przedstawic¢ w postaci sumy rozfacznych przedziatéow tak, aby w
kazdym przedziale byfa ciagfa.

Punkt nieciggtoéci — punkt xg, w ktérym funkcja nie jest ciagta.

Funkcja, ktéra ma skonczona liczbe punktéw nieciggtosci, jest
przedziatami ciagfa.




Definicje i wfasnosci granic
Granice i ciggtos¢ funkcji Ciagtosc¢ funkcji

Sufit, podfoga, catos¢

Przyktad. Funkcje sufit i podfoga:

f(x) = | x| — (podtoga) najwigksza liczba catkowita n taka, ze n < x,

g(x) = [x]| — (sufit) najmniejsza liczba catkowita n taka, ze n > x.
Funkcje f (x) i g (x) sa nieciagte w dla x = n, ale f(x) jest ciagta

prawostronnie, natomiast g(x) jest ciagta lewostronnie dla x = n.
Inne oznaczenie | x| = [x] — cato$¢ z x.
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Definicje i wfasnosci granic
Granice i ciggtos¢ funkcji Ciagtosc¢ funkcji

Podtoga

Funkcja | x| prawostronnie ciagta.

floor(x)
o

-4 5 0 2 4

X 44/55



Definicje i wfasnosci granic
Granice i ciggtos¢ funkcji Ciagtosc¢ funkcji

Funkcja [x] lewostronnie ciagta.

log x

4 2 0 2 4
X 45/55



Definicje i wfasnosci granic
Granice i ciggtos¢ funkcji Ciagtosc¢ funkcji

Podtoga i sufit

4t 4 g
2t g 2 g
g 0 ® 80 ad
e
2 g 2 g
4+ g 4 q
4 2 0 2 4 -4 2 0 2 4
x x
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Definicje i wfasnosci granic
Granice i ciggtos¢ funkcji Ciagtosc¢ funkcji

Podtoga i sufit

4t 4
2 2
g 0 ® 80 ad
e
2 2
4 4
4 2 0 2 4 -4 2 0 2 4
x x
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Definicje i wfasnosci granic
Granice i ciggtos¢ funkcji Ciagtosc¢ funkcji

Witasnosci funkgji ciggtych

Sumy, réznice, iloczyn i ilorazy
Sumy, réznice, iloczyn i ilorazy funkgji ciagtych sa funkcjami
ciggtymi.

Zwréémy uwage, ze wbrew czesto formutowanym opiniom, funkcja
f (x) = 1/x jest ciagta, gdyz dla kazdego a # 0 mamy

limy—,1/x = 1/a. Rozwazanie ciagtosci w punkcie a = 0 nie ma
sensu, gdyz x = 0 nie nalezy do dziedziny funkgji f (x) = 1/x.
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Witasnosci funkgji ciggtych

Sumy, réznice, iloczyn i ilorazy
Sumy, réznice, iloczyn i ilorazy funkgji ciagtych sa funkcjami
ciggtymi.

Zwréémy uwage, ze wbrew czesto formutowanym opiniom, funkcja
f (x) = 1/x jest ciagta, gdyz dla kazdego a # 0 mamy

limy—,1/x = 1/a. Rozwazanie ciagtosci w punkcie a = 0 nie ma
sensu, gdyz x = 0 nie nalezy do dziedziny funkgji f (x) = 1/x.

Poprawne sformutowanie

Funkgji f (x) = 1/x nie sie uzupetni¢ o wartos¢ w punkcie x = 0
tak, aby uzupetniona o te wartos¢ funkcja okreslona dla wszystkich

x € R byta ciagta. \’D
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Funkcja 1/x
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Ztozenie funkcji

Superpozycja (ztozenie) funkcji f i g jest oznaczana przez

f (g (x)).

Argumentami funkgcji f sg wartosci funkgji g.

Aby superpozycja funkcji byta poprawnie okreslona, zbiér wartosci
funkcji g musi by¢ zawarty w dziedzinie funkcji f.

Twierdzenie

Superpozycja funkcji ciagtych jest funkcja ciagfa.
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Przyktad (1)

Obliczmy
lim x*.
x—0F
Poniewaz
XX = exp (InxX) — elnxx — exlnx

oraz funkcja exp x jest ciagta, to

lim x* = lim e<"x = exp( lim xInx> —exp(0) =€’ =1.

x—0t x—0t x—0*t
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Przyktad (2)
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Przyktady

Funkcja okreslona na R\ {0}:
f (x) =sin(1/x)

dla x # 0.
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Funkcja sin (1/x)

sin(1/x)
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Funkcja okreslona na R:

xsin(1/x) dla x # 0,

g)=1, el 5 = )
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Funkcja xsin (1/x)
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