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Szeregi liczbowe Definicje
Kryteria zbieznosci

Do starannego przeczytanial!

Rozdziat 5 w podreczniku:

K. Selwat. Wybrane zagadnienia matematyki. Seria Wydawnicza
PWSZ im. Witelona w Legnicy, Legnica 2020.

K. Selwat. Wybrane zagadnienia matematyki. Legnica 2011.
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https://www.dbc.wroc.pl/dlibra/publication/26095/edition/23592

Szeregi liczbowe Definicje
Kryteria zbieznosci

Definicja szeregu liczbowego

Szereg, to ciag sum czesciowych
S1=a1,$=a1+az,...,sp=ar+---+an,...
ciggu {an}. Jesli {s,} jest zbiezny, to

o0
E ap—=ai+a+---= lim s,
n—oo

n=1

jest suma szeregu, a szereg jest zbiezny.

Ciag sp nie zawsze jest zbiezny (nawet do +00), wtedy szereg jest
rozbiezny.

Jesli lim,_, o0 Sp — 00, to szereg jest rozbiezny do nieskonczonosci.
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Szeregi liczbowe Definicje
Kryteria zbieznosci

Definicja szeregu liczbowego

Szereg, to ciag sum czesciowych
S1=a1,$=a1+az,...,sp=ar+---+an,...

ciggu {an}. Jesli {s,} jest zbiezny, to

o0

E ap—=ai+a+---= lim s,
1 n—oo

n—=

jest suma szeregu, a szereg jest zbiezny.

Ciag sp nie zawsze jest zbiezny (nawet do +00), wtedy szereg jest
rozbiezny.

Jesli lim,_, o0 Sp — 00, to szereg jest rozbiezny do nieskonczonosci.
Uwaga. Czesto utozsamia sie symbol Y7 ; a, réwniez z ciagiem
{sn}, a nie tylko z jego granica, czyli suma szeregu.
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Szeregi liczbowe Definicje
Kryteria zbieznosci

Szereg alternujacy

Szereg
1, dla n =2k —1,
Gl =
"1 -1, dlan=2k,
1, dlan=2k-1,
5o =
"o, dlan=2k,

jest rozbiezny.
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Szeregi liczbowe Definicje
Kryteria zbieznosci

Szereg geometryczny

Szereg

= a
> "=
n=0 q

jest zbiezny dla |g| < 1.
Rozbiezny dla |g| > 1.
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Szeregi liczbowe Definicje
Kryteria zbieznosci

Szereg harmoniczny

Szereg harmoniczny rzedu a:

o0

1

n®’
n=1

dla ustalonego rzeczywistego «.

Zbiezny dla a > 1, rozbiezny dla oo < 1.
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Szeregi liczbowe Definicje
Kryteria zbieznosci

Szereg harmoniczny: o =1

Szereg rozbiezny. Dowdd Mikotaja z Oresme (1320-1382).
Wikipedia:

https://pl.wikipedia.org/wiki/MikoC5%82aj_z_0Oresme
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https://pl.wikipedia.org/wiki/Miko%C5%82aj_z_Oresme

Szeregi liczbowe Definicje
Kryteria zbieznosci

Szereg skonczony

Suma skonczonej liczby sktadnikéw:

n
31+32+---+an=Za,-
i=1
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Szeregi liczbowe Definicje
Kryteria zbieznosci

Szereg skonczony

Suma skonczonej liczby sktadnikéw:
n
31+32+---+an=Za,-
i=1

Przyktad.
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Szeregi liczbowe Definicje
Kryteria zbieznosci

Szereg skonczony

Suma skonczonej liczby sktadnikéw:
n
31+32+---+an=Za,-
i=1

Przyktad.

142+ 4+n=) i=

‘ 4.5
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Definicje

Szeregi liczbowe
Kryteria zbieznosci

Szereg skonczony

Suma skonczonej liczby sktadnikéw:

n
31+32+---+an=Za,-
i=1

Przyktad.

Jesli poczawszy od pewnego k wszystkie a, = 0, to szereg jest

skonczony, czyli

00 k
Zanzzan:al+a2+"'+ak.
n=1 n=1
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Szeregi liczbowe Definicje

Kryteria zbieznosci

Warunek konieczny zbieznosci

(0.0)
Jezeli szereg > a, jest zbiezny, to
n=1

lim a, =0.
n—oo

Nie jest to warunek dostateczny: szereg

jest rozbiezny, chociaz
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Szeregi liczbowe Definicje
Kryteria zbieznosci

Kryterium d'Alemberta

Niech
dn+1
dn

lim
n—o00

o0
Szereg > a, jest zbiezny, gdy g < 1 i rozbiezny, gdy g > 1
n=1

Gdy g = 1, to kryterium nie rozstrzyga.
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Szeregi liczbowe Definicje

Kryteria zbieznosci

Kryterium d’Alemberta — przyktad (1)

1
a,==.
n
1
. 1 .
lim 2L — |im =
n—oo 1 n—ocon—+1

n

Kryterium nie rozstrzyga, ale szereg

o0

1
2;
n=1

jest rozbiezny.
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Szeregi liczbowe Definicje
Kryteria zbieznosci

Kryterium d'Alemberta — przyktad (2)

_1 2
2

|im(”+11):|im< L ) =1

n—oo = n—oo \ n+1

n

Kryterium nie rozstrzyga, ale szereg

1 72
>4-%
=1

jest zbiezny.
Maxima:
sum(1/n~2, n, 1, inf), simpsum; W
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Szeregi liczbowe Definicje
Kryteria zbieznosci

Kryterium d’Alemberta — przyktad (3)

n

= —
n!

dla x > 0.
Przypomnienie: n! =1-2-3.--(n—1)-n, 0! =1.

. a _ X »
lim 2L = Jim =0<1. Sprawdzi¢!
n—oo  ap n—ocon-+1

Whiosek: szereg jest zbiezny dla kazdego x.
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Szeregi liczbowe Definicje
Kryteria zbieznosci

Kryterium Cauchy’ego

Niech
lim /|a,| =g
n—o0

o0
Szereg > a, jest zbiezny, gdy g < 1 i rozbiezny, gdy g > 1
n=1

Gdy g = 1, to kryterium nie rozstrzyga.
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Szeregi liczbowe Definicje
Kryteria zbieznosci

Kryterium Cauchy’ego — przyktad (1)

[o¢]

> e’

n=1
lim {/laq"| = |q|.
n—oo

o Jezeli g < 1, to szereg zbiezny.
o Jezeli g > 1, to szereg rozbiezny.

@ Jezeli g = 1, to kryterium nie rozstrzyga, ale szereg rozbiezny.
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Szeregi liczbowe Definicje
Kryteria zbieznosci

Kryterium Cauchy’ego — przyktad (2)

dla c > 1.

. n/n¢ 1 .,
lim {/— =—-<1. Sprawdzi¢!
n—00 C (o

Szereg jest zbiezny,
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Szeregi liczbowe Definicje
Kryteria zbieznosci

Poréwnanie kryteridow

Jezeli kryterium Cauchy’ego nie rozstrzyga, to kryterium
d'Alemberta tez nie rozstrzyga.

Jezeli kryterium d’Alemberta rozstrzyga, to kryterium Cauchy’ego
tez rozstrzyga.

17/36



Szeregi liczbowe Definicje
Kryteria zbieznosci

Poréwnanie kryteridow

Jezeli kryterium Cauchy’ego nie rozstrzyga, to kryterium
d'Alemberta tez nie rozstrzyga.

Jezeli kryterium d’Alemberta rozstrzyga, to kryterium Cauchy’ego
tez rozstrzyga.

Kryterium Cauchy'ego jest silniejsze od kryterium d’Alemberta.
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Szeregi liczbowe Definicje
Kryteria zbieznosci

Kryterium Leibniza

Niech a, > 0 bedzie ciggiem nierosngcym i takim, ze lim a, = 0.
n—o0
Wtedy szereg naprzemienny

(=1)"a,

n=1

jest zbiezny.
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Szeregi liczbowe Definicje
Kryteria zbieznosci

Kryterium Leibniza — przykfad

1
an = (_1)n+1 n

Poniewaz a, — 0 oraz a, jest naprzemienny, to szereg
o
> an
n=1

jest zbiezny.
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Wybrane funkcje elementarne
Funkcje Szeregi funkcyjne

Funkcje wzajemnie jednoznaczne

Funkcja jest wzajemnie jednoznaczna (réznowartosciowa), gdy
f(Xl) = f(Xg) — X1 = X2.

Inaczej méwigc: réznym argumentom odpowiadajg rézne wartosci
funkcji.
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Wybrane funkcje elementarne
Funkcje Szeregi funkcyjne

Funkcje odwrotne

Niech f (x) funkcja wzajemnie jednoznaczna.

x=g)=Ff1(y) = y="F(x).

Funkcja g = f ! jest funkcja odwrotna do funkgji f.
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Wybrane funkcje elementarne
Funkcje Szeregi funkcyjne

Wielomiany

Funkcja
f(X) = a,,x” P a,,_lx”_l + -+ a1x+ ao

jest wielomianem stopnia n, gdy a, # 0.
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Wybrane funkcje elementarne
Funkcje Szeregi funkcyjne

Funkcje wyktadnicze

Funkcja
f(x)=2a"
jest dla a > 0i a # 1 funkcja wykfadnicza o podstawie a.

Jedli a > 1 do funkcja wyktadnicza jest rosnaca, a jesli a < 1 to
jest malejaca.

Wazny przypadek, gdy podstawa jest liczba e.
Oznaczenie:

exp (x) = €.
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Wybrane funkcje elementarne
Funkcje Szeregi funkcyjne

X

Funkcje wyktadnicza e* i e™
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Wybrane funkcje elementarne
Funkcje Szeregi funkcyjne

Logarytmy

Logarytm o podstawie a jest funkcja odwrotna do funkgji
wykfadniczej o podstawie a.

y =log,x <— 3 =x.
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Wybrane funkcje elementarne
Funkcje Szeregi funkcyjne

Elementarne wtasnosci logarytméw

log,b=c < a“ =b.

26 /36



Wybrane funkcje elementarne
Funkcje Szeregi funkcyjne

Elementarne wtasnosci logarytméw

log,b=c < a“ =b.

Bezposrednio z definicji otrzymujemy

log,1 =0, log,a=1, log, ab = b, alogb —

b.
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Wybrane funkcje elementarne
Funkcje Szeregi funkcyjne

Elementarne wtasnosci logarytméw

log,b=c < a“=b.
Bezposrednio z definicji otrzymujemy
log,1=0, log,a=1, log,a® = b, a'°8> = p.
WHtasnosci logarytmoéw
log, (bc) = log, b+ log, c,

b
log,, <= log, b — log, c,

log, b€ = clog, b.
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Wybrane funkcje elementarne
Funkcje Szeregi funkcyjne

Funkcje trygonometryczne — przypomnienie

@ sin x,
@ COs X,
sin x
0 tgx =
COoS X
COoS X
@ ctgx = —
sin x
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Wybrane funkcje elementarne
Funkcje Szeregi funkcyjne

Logarytm naturalny

Logarytm naturalny, to logarytm o podstawie e.
Oznaczenie: In x.

W jezykach programowania na ogét log(x) oznacza logarytm
naturalny: C4++, Python itd. ale w Pascalu jest 1n(x).
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Wybrane funkcje elementarne
Szeregi funkcyjne

Funkcje

Logarytm naturalny — wykres

log(x)
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Woybrane funkcje elementarne
Funkcje Szeregi funkcyjne

Definicje

Wyrazy szeregu moga by¢ nie tylko liczbami, ale tez funkcjami.
Wtedy dla kazdego x szereg > 7, f, (x) jest szeregiem liczbowym.
Jesli taki szereg jest zbiezny, to wzér

F(x) =) falx) (1)

definiuje funkcje, ktérej dziedzing jest zbiér tych argumentéw x,
dla ktérych szereg (1) jest zbiezny.
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Woybrane funkcje elementarne
Funkcje Szeregi funkcyjne

Szereg potegowy

Szczegblnie wazny jest przypadek, gdy f, (x) = a,x". Wtedy
szereg funkcyjny (1) przybiera postad

F(x) =) anx". (2)

Szereg ten jest, jak fatwo zauwazy¢ zbiezny przynajmniej dla
x = 0, a moze tez by¢ zbiezny dla argumentéw z wiekszego zbioru,
nawet dla wszystkich x € R.
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Woybrane funkcje elementarne
Funkcje Szeregi funkcyjne

Szereg potegowy

Szczegblnie wazny jest przypadek, gdy f, (x) = a,x". Wtedy
szereg funkcyjny (1) przybiera postad

F(x) =) anx". (2)

Szereg ten jest, jak fatwo zauwazy¢ zbiezny przynajmniej dla
x = 0, a moze tez by¢ zbiezny dla argumentéw z wiekszego zbioru,
nawet dla wszystkich x € R.

Przedstawienie funkcji f (x) w postaci (2), nazywa sie rozwinigciem
funkgji f (x) w szereg potegowy.
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Woybrane funkcje elementarne
Funkcje Szeregi funkcyjne

Liczba e i funkcja e*

Definicja e* jako granicy:

e* = lim <1+§>n.
n

n—o0

Definicja e* jako sumy szeregu:

Liczba e jest niewymierna: e ~ 2.718281828459045

1 1 1 65
~1+1 — = — ~ 27083
emltlt+g+y=op

\\'
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Woybrane funkcje elementarne
Funkcje Szeregi funkcyjne

exp(x) i przyblizenie

o Xn
exp( ):ZF’
n=0
exp(x) ~ 1+ x,
X2
aMﬂ%1+x+§q
x? X3
~1 = qp =
exp(x) ¥ 1+ x+ 5+
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Woybrane funkcje elementarne
Funkcje Szeregi funkcyjne

exp(x) i przyblizenie wykres (1)

T
%X

7r X+l ——
: X"N2/2+x+1

6 : XN3/6+HX72/2+x+1
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Woybrane funkcje elementarne
Funkcje Szeregi funkcyjne

exp(x) i przyblizenie wykres (

T T T T T

T
%X
7F XN/ 244X 3/64X2[24x+1 ——
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Woybrane funkcje elementarne
Funkcje Szeregi funkcyjne

Maxima

plot2d([exp(x),1+x,1+x+x"2/2,1+x+x"2/2+x"3/6], [x,-2,2]1)$

plot2d([exp(x),1+x+x"2/2+x"3/6+x~4/24], [x,-2,2]1)$%
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