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Czego bedziemy sie uczycé?
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Ciagi liczbowe. Granica ciagu.

Szeregi liczbowe i kryteria ich zbieznoci.

Granice i ciagto$¢ funkgji.

Funkcje elementarne i ich wtasnosci.

Pochodna funkgji i techniki jej obliczania.

Zastosowania rachunku rézniczkowego.

Macierze i dziatania na nich. Wyznaczniki. Macierz odwrotna.
Uktady réwnan liniowych i metody ich rozwigzywania.

Liczby zespolone i ich wtasnosci

Wielomiany zespolone. Zespolone funkcje wymierne.
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Ciagi liczbowe. Granica ciagu.

Szeregi liczbowe i kryteria ich zbieznoci.

Granice i ciagto$¢ funkgji.

Funkcje elementarne i ich wtasnosci.

Pochodna funkgji i techniki jej obliczania.

Zastosowania rachunku rézniczkowego.

Macierze i dziatania na nich. Wyznaczniki. Macierz odwrotna.
Uktady réwnan liniowych i metody ich rozwigzywania.

Liczby zespolone i ich wtasnosci

Wielomiany zespolone. Zespolone funkcje wymierne.

Karta modutu (sylabus) Matematyka | W
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Rozliczenie

Wyktad: egzamin pisemny — rozwigzywanie zadan oraz zagadnienia
teoretyczne.

Cwiczenia: sposéb zaliczenia i wymagania okreéli prowadzacy, dr
Leopold Habiniak.
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Rozliczenie

Wyktad: egzamin pisemny — rozwigzywanie zadan oraz zagadnienia
teoretyczne.

Cwiczenia: sposéb zaliczenia i wymagania okreéli prowadzacy, dr
Leopold Habiniak.

Ocena dobra lub wyzsza zwalnia z egzaminu.

Ocene taka mozna prébowaé poprawiaé¢ na egzaminie na wyzsz3,
bez obawy o jej pogorszenie
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Wstep Literatura i programy
Podstawowe oznaczenia i wtasnosci

Podreczniki podstawowe

K. Selwat. Wybrane zagadnienia matematyki. Seria Wydawnicza
PWSZ im. Witelona w Legnicy, Legnica 2020.

J. Ptaskonka-Fietkowska, K. Selwat. Elementy matematyki
wyzszej. Seria Wydawnicza PWSZ im. Witelona w Legnicy,
Legnica 2020.

T. Jurlewicz, Z. Skoczylas. Algebra i geometria analityczna,
Przyktady i zadania. Oficyna Wydawnicza GiS, .Wroctaw 2020.

M. Gewert, Z. Skoczylas. Analiza matematyczna 1. Przykfady i
zadania. Oficyna Wydawnicza GiS, Wroctaw 2018.
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Wstep Literatura i programy
Podstawowe oznaczenia i wtasnosci

Podreczniki podstawowe — DBC

K. Selwat. Wybrane zagadnienia matematyki. Legnica 2011.

J. Ptaskonka, K. Selwat. Repetytorium z matematyki dla
studentéw pierwszego roku. Legnica 2010.
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https://www.dbc.wroc.pl/dlibra/publication/26095/edition/23592
https://www.dbc.wroc.pl/dlibra/publication/26094/edition/23591
https://www.dbc.wroc.pl/dlibra/publication/26094/edition/23591

Wstep Literatura i programy
Podstawowe oznaczenia i wtasnosci

Podreczniki uzupetniajace

T. Jurlewicz, Z. Skoczylas. Algebra i geometria analityczna.
Definicje, twierdzenia, wzory. Oficyna Wydawnicza GiS, Wroctaw
2016.

M. Gewert, Z. Skoczylas. Analiza matematyczna 1. Definicje,
twierdzenia, wzory. Oficyna Wydawnicza GiS, Wroctaw 2019.

W. Krysicki, L. Wtodarski. Analiza matematyczna w zadaniach.
Czes¢ 1 PWN, Warszawa 2015.
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Wstep Literatura i programy
Podstawowe oznaczenia i wtasnosci

Podreczniki uzupetniajace — klasyka

F. Leja, Rachunek rézniczkowy i catkowy ze wstepem do réwnan
rézniczkowych, PWN, Warszawa (wiele wydan).

K. Kuratowski. Rachunek rézniczkowy i catkowy, PWN, Warszawa
(wiele wydan).
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Wstep Literatura i programy
Podstawowe oznaczenia i wtasnosci

Programy

Maxima — program do obliczen symbolicznych. Darmowy
odpowiednik programu Mathematica firmy Wolfram Research.
Windows, Linux, macOS X:
http://maxima.sourceforge.net/download.html

Android:
https://maxima-on-android.softonic.pl/android

Scilab — program do obliczen numerycznych. Darmowy
odpowiednik programu Matlab.

Windows, Linux, macOS X:
https://www.scilab.org/download/scilab-2025.1.0

Wolfram Alpha — wszechstronny program matematyczny firmy
Wolfram Research. \\

https://www.wolframalpha.com/
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http://maxima.sourceforge.net/download.html
https://maxima-on-android.softonic.pl/android
https://www.scilab.org/download/scilab-2025.1.0
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Wst Literatura i program
prog y
Podstawowe oznaczenia i wiasnosci

/Zdania

Zdanie przyjmuje tylko dwie wartosci logiczne:
1 — prawda,
0 — fatsz.
Zdania bedziemy oznacza¢ na ogét matymi literami: p,q,r,s, ...
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Wst Literatura i program
prog y
Podstawowe oznaczenia i wiasnosci

Dziatania na zdaniach

Tabele dziatan dwuargumentowych pAq, pVq, p¥Yq p = q,
p <= q, gdzie na lewym brzegu tabeli podane s3 wartosci p, a
na gérnym — wartosci g, s3 nastepujace:

AlO 1 v]o 1 v]io 1 = |0 1
0j[0 0 00 1 0[0 1 0 [1 1
1(0 1 11 1 1|1 0 1 0 1

— |0 1

0 [1 0

1 |01

Negacje okresla tabela:

p|0 1

W implikacji p = g, zdanie p nazywa sie poprzednikiem \\'
implikacji, a zdanie g — nastepnikiem.
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Wst Literatura i program
prog y
Podstawowe oznaczenia i wiasnosci

Formy zdaniowe

Forma zdaniowa to wyrazenie postaci p (x), ktére staje sie zdaniem
po podstawieniu za x dowolnego elementu zbioru X (czyli x € X),
zwanego dziedzing formy zdaniowej p (x). Zbiér tych elementéw
zbioru X, dla ktérych p (x) jest zdaniem prawdziwym, oznaczamy

{xeX:p(x)}.
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Wst Literatura i program
prog y
Podstawowe oznaczenia i wiasnosci

Kwantyfikatory

Kwantyfikatorem nazywamy zwrot ,dla kazdego x € X"
(kwantyfikator ogdlny) lub ,istnieje x € X takie, ze" (kwantyfikator
szczegbtowy). Kwantyfikatory wigza zmienng w formie zdaniowej,
tworzac z niej zdanie. Kwantyfikator ogdlny oznaczamy symbolem
/\, a kwantyfikator szczegbtowy — symbolem \/.

Przykfad.

/\ x? > 0 — jest zdaniem prawdziwym.
x€eR

\/ V/x < 0 — jest zdaniem fatszywym.
x€eR

/\ \/ y > x — jest zdaniem (777)
x€R yeR

12/36



Wst Literatura i program
prog y
Podstawowe oznaczenia i wiasnosci

Zbiory liczbowe

Zbidr liczb naturalnych:
N={1,2,...}.
Zbidr liczb catkowitych:
Z=A...,-2,-1,0,1,2,...}
Zbiér liczb wymiernych:
m
Q:{v:v:g, m,nEZ}.

Zbidr liczb rzeczywistych R.
\\
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Wst Literatura i program
prog y
Podstawowe oznaczenia i wiasnosci

Odcinki

Odcinki domkniete [a, b], otwarte (a, b), lewostronnie domkniete i
prawostronnie otwarte [a, b), lewostronnie otwarte i prawostronnie
domkniete (a, b]:

[a,b] = {x:a<x < b},
(a,b) = {x:a< x< b},
[a,b) = {x:a<x < b},
(a,b] = {x:a<x<b}.
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Wst Literatura i program
prog y
Podstawowe oznaczenia i wiasnosci

Funkcje

Funkcja
f: X—=>Y

Dziedzina X, zbiér wartosci Y.

y =1f(x),
xeX, yeyY.
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Wstep Literatura i programy
Podstawowe oznaczenia i wtasnosci

Funkcja okreslona wzorem

Wazny przyktad — wartos¢ bezwzgledna czyli modut z liczby x:
x| X gdy x > 0,
Xl =
—x gdy x < 0.
Oczywiscie |0] = 0. Wykres:

abs(x)
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Wst Literatura i program
prog y
Podstawowe oznaczenia i wiasnosci

Ciag liczbowy

Funkcja ktérej dziedzing jest N, a zbiorem wartosci jest R.

Oznaczenie: a, wartos¢ funkcji dla argumentu n.
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Ciagi
Ciagi i ich granice Granica ciggu

Ciag liczbowy

Ciag nieskonczony — kolejnym liczbom naturalnym n (indeksom)
przyporzadkowane s liczby rzeczywiste a,. Ciag zapisujemy jako
(a1, a2,...) lub {a,}7°. Symbol co oznacza nieskoriczonos¢.

Przyktad.

an = c+ (n—1)d - ciag arytmetyczny,

a, = cq""! — ciag geometryczny.
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Ciagi
Ciagi i ich granice Granica ciggu

Ciagi monotoniczne

Ciag jest:
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Ciagi
Ciagi i ich granice Granica ciggu

Ciagi monotoniczne

Ciag jest:
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Ciagi i ich granice

Ciagi monotoniczne

Ciag jest:
@ rosnacy, gdy a; < ajy1,
e malejacy, gdy a; > aj41,

Ciagi
Granica ciggu
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Ciagi
Ciagi i ich granice Granica ciggu

Ciagi monotoniczne

Ciag jest:
@ rosnacy, gdy a; < ajy1,
e malejacy, gdy a; > aj41,
@ niemalejacy, gdy a; < aj41,
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Ciagi i ich granice

Ciagi monotoniczne

Ciag jest:

rosnacy, gdy a; < aji1,
malejacy, gdy a; > ajy1,
niemalejacy, gdy a; < aj11,
nierosnacy, gdy a; > ajy1 -

Ciagi
Granica ciggu

19/36



Ciagi i ich granice

Ciagi
Granica ciggu

Ciagi monotoniczne

Ciag jest:

rosnacy, gdy a; < aji1,
malejacy, gdy a; > ajy1,
niemalejacy, gdy a; < aj11,
nierosnacy, gdy a; > ajy1 -

Ciag jest $cisle monotoniczny, gdy jest rosnacy lub malejacy i jest
monotoniczny (stabo monotoniczny), gdy jest niemalejacy lub
nierosnacy.
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Ciagi
Ciagi i ich granice Granica ciggu

Ciagi ograniczone

Ciag jest ograniczony, gdy

\/ /\|a,,\ < M.

M>0 n
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Ciagi
Ciagi i ich granice Granica ciagu

Granica ciagu

Liczba g jest granica nieskoriczonego ciggu liczbowego {a,} przy
n— 0o:

g= lim a,, a,—g,
n—oo

AV N lan—gl <<

e>0 k n>k

gdy

Ciag jest zbiezny, gdy istnieje jego granica. Gdy granica nie
istnieje, to ciag jest rozbiezny.
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Ciagi
Ciagi i ich granice Granica ciagu

/bieznos¢ do nieskonczonosci

Ciag a, jest rozbiezny do nieskoriczonosci +oo, gdy

AV N>

M>0 k n>k

Ciag a, jest rozbiezny do minus nieskoriczonosci —oo, gdy

AV A<

M>0 k n>k

Zamiast méwic, ze ciagg jest ,rozbiezny do nieskonczonosci (minus
nieskonczonosci)” méwi sie tez, ze jest ,zbiezny do

nieskoficzonosci (minus nieskonczonosci)”. Wtedy tez méwi sie, ze @
ciagg ma granice niewtfasciwa +oo lub —oo.
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Ciagi
Ciagi i ich granice Granica ciagu

Przyktady granic

Ciag zbiezny.
n+1
an = — 1,
n

gdyz przyjmujac k = |1/e| + 1, mamy |a, — 1| =1/n < e dla
wszystkich n > k.

Czes¢ catkowita liczby

Symbol | x| = max{n € Z: n < x} oznacza cze$¢ catkowita z
liczby x, a Z jest zbiorem liczb catkowitych.

\\'
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Ciagi
Ciagi i ich granice Granica ciagu

Przyktady granic

Ciag zbiezny.
n+1
an = — 1,
n

gdyz przyjmujac k = |1/e| + 1, mamy |a, — 1| =1/n < e dla
wszystkich n > k.

Czes¢ catkowita liczby

Symbol | x| = max{n € Z: n < x} oznacza cze$¢ catkowita z
liczby x, a Z jest zbiorem liczb catkowitych.

Ciag rozbiezny do nieskonczonosci.
ap, = v/n — oo,
gdyz przyjmujac k = |[M?] + 1, mamy a, > M dla wszystkich \\'

n> k.
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Ciagi
Ciagi i ich granice Granica ciagu

Funkcje podfoga i sufit

Funkcja podtoga (floor), to cze$¢ catkowita z liczby x:
|x] =max{ne€Z:n<x}.
Czesto dawniej uzywane oznaczenia czesci catkowite;:

E(x) =[x = x].

E — entier (francuskie cafos¢).

\\'
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Ciagi
Ciagi i ich granice Granica ciagu

Funkcje podfoga i sufit

Funkcja podtoga (floor), to cze$¢ catkowita z liczby x:
|x] =max{ne€Z:n<x}.
Czesto dawniej uzywane oznaczenia czesci catkowite;:

E(x) =[x = x].

E — entier (francuskie cafos¢).

Funkcja sufit (ceil):

[x] =min{n€Z:n>x}.

\\'

24 /36



Ciagi
Ciagi i ich granice Granica ciagu

Funkcje podfoga i sufit

Funkcja podtoga (floor), to cze$¢ catkowita z liczby x:
|x] =max{ne€Z:n<x}.
Czesto dawniej uzywane oznaczenia czesci catkowite;:

E(x) =[x = x].

E — entier (francuskie cafos¢).

Funkcja sufit (ceil):
[x] =min{n€Z:n>x}.
Przykfad.

1.1 =1, [-1.6]=-2,
1.11=2, [-1.6]=-1. W
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Ciagi
Ciagi i ich granice Granica ciagu

Ciag rozbiezny

Ciag
n+1
—(—-1)" =
an=(-1) n
jest rozbiezny — nie ma granicy.
4
g =2 L
2° 34

\\'
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Ciagi
Ciagi i ich granice Granica ciagu

Twierdzenie o granicach

Ponizsze twierdzenia utatwiaja nam stwierdzenia, czy granice
istnieja.
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Ciagi
Ciagi i ich granice Granica ciagu

Twierdzenie o granicach

Ponizsze twierdzenia utatwiaja nam stwierdzenia, czy granice
istnieja.

Twierdzenie
Ciag zbiezny ma dokfadnie jedna granice.
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Ciagi
Ciagi i ich granice Granica ciagu

Twierdzenie o granicach

Ponizsze twierdzenia utatwiaja nam stwierdzenia, czy granice
istnieja.

Twierdzenie
Ciag zbiezny ma dokfadnie jedna granice.

Twierdzenie

Ciag zbiezny jest ograniczony.
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Ciagi
Ciagi i ich granice Granica ciagu

Twierdzenie o granicach

Ponizsze twierdzenia utatwiaja nam stwierdzenia, czy granice
istnieja.

Twierdzenie

Ciag zbiezny ma dokfadnie jedna granice.

Twierdzenie

Ciag zbiezny jest ograniczony.

Twierdzenie

Jezeli {ap} zbiezny, to {|a,|} zbiezny.
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Ciagi
Ciagi i ich granice Granica ciagu

Dziatania na granicach

Twierdzenie

Jezeli ciagi {an} i {bn} sa zbiezne, to




Ciagi
Ciagi i ich granice Granica ciagu

Dziatania na granicach

Twierdzenie

Jezeli ciagi {an} i {bn} sa zbiezne, to

Q lim (ap,+ by) = lim a,+ lim by,
n—o0 n—o0o n—o0




Ciagi
Ciagi i ich granice Granica ciagu

Dziatania na granicach

Twierdzenie

Jezeli ciagi {an} i {bn} sa zbiezne, to

Q lim (ap,+ by) = lim a,+ lim by,
n—o0 n—o0o n—o0

Q@ lim (ca,) =c lim a,,
n—o0 n—oo




Ciagi
Ciagi i ich granice Granica ciagu

Dziatania na granicach

Twierdzenie

Jezeli ciagi {an} i {bn} sa zbiezne, to

Q lim (ap,+ by) = lim a,+ lim by,
n—o0 n—o0o n—o0

Q@ lim (ca,) =c lim a,,

n—o0 n—oo
Q@ lim (anb,) = lim a, lim b,.
n—o0 n—o0 n—o0




Ciagi
Ciagi i ich granice Granica ciagu

Dziatania na granicach

Twierdzenie

Jezeli ciagi {an} i {bn} sa zbiezne, to

Q lim (ap,+ by) = lim a,+ lim by,
n—o0 n—o0o n—o0

Q@ lim (ca,) =c lim a,,

n—o0 n—oo
Q@ lim (anb,) = lim a, lim b,.
n—o0 n—o0 n—o0

Q Jesli ponadto lim b, # 0, to
n—o0

lim a,
lim i n—o0
n—oo b, lim b,

n—o0o




Ciagi
Ciagi i ich granice Granica ciagu

Dziatania na granicach

Twierdzenie

Jezeli ciagi {an} i {bn} sa zbiezne, to

Q lim (ap,+ by) = lim a,+ lim by,
n—o0 n—o0o n—o0

Q@ lim (ca,) =c lim a,,
n—o0 n—oo

Q@ lim (anb,) = lim a, lim b,.
n—o0 n—o0 n—o0

Q Jesli ponadto lim b, # 0, to
n—o0

2 lim a,
||m J — n—oo
n—oco b, lim b,
n—o0o )
Przyjmujac ¢ = —1, z (1) i (2) wynika, ze W
liMmp—o00 (an — bn) = liMp_00 an — limp_so0 bp.



Ciagi
Ciagi i ich granice Granica ciagu

Zastosowanie dziatan na granicach

Niech b
an
= d| > 0.
" en+d’ V& 3= ] =
Jedli ¢ >0, to
a—+ %
ap = = =
C+; c
Jesdli c =0, to
00, gdy a > 0,
an+ b b
= — — g
an d 7 gdy a =0,
—o0, gdy a<O0.

\\'
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Ciagi
Ciagi i ich granice Granica ciagu

Inne wtasnosci granic

Zmiana skonczonej liczby wyrazéw ciggu nie wptywa ani na
zbieznos¢, ani na jego granice.
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Ciagi
Ciagi i ich granice Granica ciagu

Inne wtasnosci granic

Zmiana skonczonej liczby wyrazéw ciggu nie wptywa ani na
zbieznos¢, ani na jego granice.

Twierdzenie

Jesli ciagi {an} i {bn} sa zbiezne oraz a, < b,, to

lim a, < lim b,.
n—o0 n—o0o
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Ciagi
Ciagi i ich granice Granica ciagu

Twierdzenie o trzech ciggach

Twierdzenie to w wielu przypadkach utatwia wyznaczenie granicy
ciagu {bn}, gdy znamy granice ciaggéw wiekszego {c,} i mniejszego

{an}.

Twierdzenie

Jesli a, < b, < ¢, oraz
lim a, = lim ¢, =g,
n—oo n—o0
to rowniez
lim b, = g.

n—o0
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Ciagi

Ciagi i ich granice Granica ciagu
Przykfad
Niech
_ 1
" on/1+n’
Poniewaz
O<ap<—
n
oraz 1
- =0,
n
to réwniez
an — 0.
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Ciagi
Ciagi i ich granice Granica ciagu

Czesto spotykane granice
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Ciagi
Ciagi i ich granice Granica ciagu

Czesto spotykane granice

e c>0 = nc— o0,
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Ciagi
Ciagi i ich granice Granica ciagu

Czesto spotykane granice

e c>0 = nc— o0,
ea>1— 3" — oo,
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Ciagi
Ciagi i ich granice Granica ciagu

Czesto spotykane granice

e c>0 = nc— o0,
ea>1— 3" — oo,
°|g/<1 = q"—0,

32/36



Ciagi
Ciagi i ich granice Granica ciagu

Czesto spotykane granice

c>0 = nc— o0,
a>1 — a" — oo,
lg <1 = q" — 0,
a>0 = Va—1,
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Ciagi
Ciagi i ich granice Granica ciagu

Czesto spotykane granice

c>0 = nc— o0,
a>1 — a" — oo,
lg <1 = q" — 0,
a>0 = Va—1,
nILngoa(1+q+-'-+q"71)=

— szereg geometryczny.

a
1-g

lgl <1 =
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Ciagi

Ciagi i ich granice Granica ciagu
Przyktad
Niech
ap = V2" 43"
Poniewaz
V37 < V27 £37 < /3437 = V2.3,
oraz

V3n =3,
V237 =3v2 =3,

to réwniez a, — 3.

\\'
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Ciagi
Ciagi i ich granice Granica ciagu

Ciagi monotoniczne i ograniczone — liczba e

Twierdzenie

Ciag ograniczony i monotoniczny jest zbiezny.

1 n
dn = <1+n>

jest rosnacy i ograniczony (uzasadnienie tego faktu pominiemy).
Z twierdzenia wynika, ze cigg jest zbiezny. Oznaczmy

1 n
e= lim (1 + > .
n—o0o n

L im <1_1> . W
e n—oo n

34/36
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Ciagi
Ciagi i ich granice Granica ciagu

Liczba e c.d.

Liczba e jest niewymierna. Oznacza to, ze nie mozna je;
przedstawi¢ w postaci ilorazu dwéch liczb catkowitych, czyli
utamka.
W przyblizeniu

e ~ 2.718281828459045.

Prawdziwy jest wzoér znacznie bardziej ogdlny:

“—im (14 X4+ S O
e_anoo 1! 2! n! '

Wzér ten moze stuzyé do przyblizonego obliczania wartosci funkgji

ex.
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Ciagi
Ciagi i ich granice Granica ciagu

Maxima po raz pierwszy

Polecenie programu Maxima:
(% 11) plot2d([exp(x)], [x,-2,2]1)8
Wykresy funkcji e = exp (x) i e * = exp (—x):

T T
%X
7 Yoe-x
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