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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu Woprowadzenie
Réwnania rézniczkowe o rozdzielonych zmiennych

Pierwszy przyktad

Niech

xy =y
dla pewnej nieznanej funkcji y = f (x).
Réwnanie to nazywa sie réwnaniem rézniczkowym.
Poniewaz nieznana funkcja jest jednej zmiennej, to réwnanie
nazywa sie rownaniem rézniczkowym zwyczajnym. Znajdowanie
nieznanej funkcji nazywa sie catkowaniem réwnania, a rozwigzanie
y nazywa sie catka réwnania rézniczkowego.
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu Woprowadzenie
Réwnania rézniczkowe o rozdzielonych zmiennych

Pierwszy przykfad c.d.

tatwo sprawdzi¢, ze funkcja
2
y = Ce*/?,

spetnia réwnanie
Xy =Yy
dla dowolnej statej C, bo

2\ /
y'=C <X2> eX12 = xCe’/? = Xy.
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu Woprowadzenie
Réwnania rézniczkowe o rozdzielonych zmiennych

Pierwszy przykfad c.d.

tatwo sprawdzié, ze funkcja

y = Ce¥/?,

spetnia réwnanie
Xy =Yy
dla dowolnej statej C, bo

2\ /
y'=C <X2> eX12 = xCe’/? = Xy.

Jak wida¢, otrzymano nie jedno, a rodzine rozwigzan. Dla

ustalonej statej C, mamy jedno rozwigzanie, zwane rozwigzaniem
szczegblnym. \
Rozwiazanie dla statej dowolnej, nazywamy rozwigzaniem ogdlnym. W\

3/36



Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu Woprowadzenie
Réwnania rézniczkowe o rozdzielonych zmiennych

Pierwszy przyktad — Maxima

(%11) ode2(x*y=’diff(y,x), y, X);
(%ol) y=lhcxlhe™ (x72/2)

Rozwigzanie szczegbdlne:
x=1y=1= c=1/\e

(%12) icl(ode2(x*y="diff(y,x), y, x), x=1, y=1);
(%02) y=he"~ (x"2/2-1/2)

f(x)=e2e 2 F1)=1.

(%i3) f(x):=Y%e (x"2/2-1/2);
(%03) f(x):=he"(x"2/2-1/2)
(%id) £(Q1);

(o4 1 \
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu Woprowadzenie
Réwnania rézniczkowe o rozdzielonych zmiennych

Réwnania rézniczkowe o rozdzielonych zmiennych
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Woprowadzenie

Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu
Réwnania rézniczkowe o rozdzielonych zmiennych

Réwnania rézniczkowe o rozdzielonych zmiennych

Inna postaé

dy _ f(x)
dx g(y)
lub ()
Y T2 ()
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu Woprowadzenie
Réwnania rézniczkowe o rozdzielonych zmiennych

Réwnania rézniczkowe o rozdzielonych zmiennych

Inna postaé

dy _ f(x)
dx g(y)
lub ()
Y T2 ()

Rozwigzanie réwnania otrzymuje sie przez scatkowanie stronami:

/f(X) dx = /g(y) dy. &
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu Woprowadzenie
Réwnania rézniczkowe o rozdzielonych zmiennych

Przyktad (0)

Przyktad najprostszy z mozliwych:

y-y =0
czyli
_ &
Y=
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu Woprowadzenie
Réwnania rézniczkowe o rozdzielonych zmiennych

Przyktad (0)

Przyktad najprostszy z mozliwych:

y—y =0.
czyli
_ W

Y=
Rozwigzanie:

d

& dx,

y
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu Woprowadzenie
Réwnania rézniczkowe o rozdzielonych zmiennych

Przyktad (0)

Przyktad najprostszy z mozliwych:

y—y =0.
czyli
_ W

Y=
Rozwigzanie:

d

& dx,

y
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu Woprowadzenie
Réwnania rézniczkowe o rozdzielonych zmiennych

Przyktad (0)

Przyktad najprostszy z mozliwych:

y—y =0.
czyli
_ W
Y=
Rozwigzanie:
dy = dx,
y
[ fo
y
Iny —InC = x
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu Woprowadzenie
Réwnania rézniczkowe o rozdzielonych zmiennych

Przyktad (0)

Przyktad najprostszy z mozliwych:

y—y =0.
czyli
_ W
Y=
Rozwigzanie:
dy
— = dx,

Iny —InC=xlub In(y/C) = x,
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu Woprowadzenie
Réwnania rézniczkowe o rozdzielonych zmiennych

Przyktad (0)

Przyktad najprostszy z mozliwych:

y—y =0.
czyli
_ W
Y=
Rozwigzanie:
dy
— = dx,
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu Woprowadzenie
Réwnania rézniczkowe o rozdzielonych zmiennych

Przyktad (0)

Przyktad najprostszy z mozliwych:

y—y =0.
czyli
_ W
Y=
Rozwigzanie:
dy
— = dx,

Iny —InC=xlub In(y/C) = x,

% = e* czyli y = Ce™. W
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu Woprowadzenie
Réwnania rézniczkowe o rozdzielonych zmiennych

Przyktad (1)

Rozwigzmy réwnanie

xy =y
Najpierw przeksztatcamy je do postaci:

d

4 = x dx.
y
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu Woprowadzenie
Réwnania rézniczkowe o rozdzielonych zmiennych

Przyktad (1)

Rozwigzmy réwnanie

xy =y
Najpierw przeksztatcamy je do postaci:
d
& x dx.
y

Po obustronnym scatkowaniu otrzymujemy

1
Inly| = Exz + C.
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu Woprowadzenie
Réwnania rézniczkowe o rozdzielonych zmiennych

Przyktad (1)

Rozwigzmy réwnanie

xy =y
Najpierw przeksztatcamy je do postaci:

d
& x dx.

y

Po obustronnym scatkowaniu otrzymujemy

1
Inly| = 5% 24 C.

Stata C’ wygodnie bedzie zapisaé jako logarytm innej statej C >0:
C' = In C. Wtedy réwnanie mozna zapisaé w postaci

1
In|y| = fx +InC W
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu Woprowadzenie
Réwnania rézniczkowe o rozdzielonych zmiennych

Przyktad (1) c.d.

Dalej
Inly| =In (Cex2/2), c>0

skad otrzymujemy ,
y = Ce¥ /2,
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu Woprowadzenie
Réwnania rézniczkowe o rozdzielonych zmiennych

Przyktad (1) c.d.

Dalej
Inly| =In (Cex2/2), c>0
skad otrzymujemy ,
y = Ce* /2,
Stata C nie musi by¢ juz dodatnia, gdyz opuszczony zostat znak
wartosci bezwzglednej przy y. Moze by¢ réwniez réwna zeru, gdyz
wtedy y = 0 tez jest rozwigzaniem tego réwnania.
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu Woprowadzenie
Réwnania rézniczkowe o rozdzielonych zmiennych

Przyktad (1) — sprawdzenie

Poprawno$¢ rozwigzania mozna sprawdzié rézniczkujac rozwigzanie

y = Ce¥/2,
y = Cxe’/?
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu Woprowadzenie
Réwnania rézniczkowe o rozdzielonych zmiennych

Przyktad (1) — sprawdzenie

Poprawno$¢ rozwigzania mozna sprawdzié rézniczkujac rozwigzanie
2)
y=Ce/?,
2
y/ — Cxe* /2
i podstawiajac ¥’ i y do réwnania:

/

Xy =y.
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu Woprowadzenie
Réwnania rézniczkowe o rozdzielonych zmiennych

Przyktad (1) — sprawdzenie

Poprawno$¢ rozwigzania mozna sprawdzié rézniczkujac rozwigzanie

y = Ce¥/2,

y = Cxe’/?

i podstawiajac y’ i y do réwnania:

/

Xy =y.

Dostajemy
xCe¥’/2 = CxeX’/2.
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu Woprowadzenie
Réwnania rézniczkowe o rozdzielonych zmiennych

Przyktad (2)

< |X

Trzeba zatozy¢, ze
Q albox>0iy>0
Q@ albox<0iy<O.
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu Woprowadzenie
Réwnania rézniczkowe o rozdzielonych zmiennych

Przyktad (2) — rozwiazanie

Pierwszy przypadek: x >0y > 0.

& VR

dx_ﬁ
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu Woprowadzenie
Réwnania rézniczkowe o rozdzielonych zmiennych

Przyktad (2) — rozwiazanie

Pierwszy przypadek: x >0y > 0.

& VR

dx_ﬁ
VY dy = Vx dx,
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu Woprowadzenie
Réwnania rézniczkowe o rozdzielonych zmiennych

Przyktad (2) — rozwiazanie

Pierwszy przypadek: x >0y > 0.

& VR

dx_ﬁ
VY dy = Vx dx,

/yl/zdy—/xl/zdx.
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu Woprowadzenie
Réwnania rézniczkowe o rozdzielonych zmiennych

Przyktad (2) — rozwiazanie

Pierwszy przypadek: x >0y > 0.

& VR

dx_ﬁ
VY dy = Vx dx,

/yl/zdy—/xl/zdx.

2/3
+C = y3/2:x3/2+C — y = <X3/2+C)

2y3/2_2x3/2
3 3

\\'
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu Woprowadzenie
Réwnania rézniczkowe o rozdzielonych zmiennych

Przyktad (2) — rozwiazanie c.d.

Drugi przypadek: x <0iy < 0.
Istnieje

N

3

Ograniczymy sie do przypadku pierwszego.
Maxima

f(x,C):=if x>0 and (x~(3/2)+C)>0 then (x~(3/2)+C)~(2/3)
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu Woprowadzenie
Réwnania rézniczkowe o rozdzielonych zmiennych

Przyktad (2) — wykresy rozwigzan
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Réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu Woprowadzenie
Réwnania rézniczkowe o rozdzielonych zmiennych

Przyktad (2) — Maxima

(%i1)
(%o1)

(hi2)
(%02)

ode2(’diff (y,x)=sqrt(x/y), y, x);
((3x(x/y) "~ (3/2)*xy~ (3/2)
-3*xxsqrt (x/y) *sqrt (y) ) *Llog(y)
+(2-2%(x/y) " (3/2) ) *y~(3/2)) /3=U%c
radcan (%) ;
(2xy~(3/2)-2%x~(3/2)) /3=%c

14/36



Rozwigzania ogélne i szczegdlne
Réwnania rézniczkowe liniowe Metody rozwigzan

Definicja

Réwnanie rézniczkowe postaci

Y+p(x)y=4q(x),

nazywa sie réwnaniem rézniczkowym liniowym pierwszego rzedu.
Réwnanie to jest liniowe, bo zaréwno y jaki i y’ wystepuja w
pierwszej potedze; jest pierwszego rzedu, bo wystepuje w nim tylko
funkcja y i jej pierwsza pochodna.

15/36



Rozwigzania ogélne i szczegdlne
Réwnania rézniczkowe liniowe Metody rozwigzan

Réwnanie jednorodne

Jezeli g (x) =0, to réwnanie nazywa sie réwnaniem liniowym
jednorodnym:
y +p(x)y =0.
Rozwigzanie:
dy
y
Jest to réwnanie o rozdzielonych zmiennych, wiec po obustronnym
catkowaniu otrzymujemy

Iny:—/p(x)dx
skad rozwiazanie jest postaci

= ol e

Jest rozwigzanie ogdlne y,; réwnania jednorodnego. \\’
Stata C pojawi sie po obliczeniu catki nieoznaczonej.

—p (x) dx.
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Rozwigzania ogélne i szczegdlne
Réwnania rézniczkowe liniowe Metody rozwigzan

Przyktad

Niech
y —y=0.

Przeksztatcamy to réwnanie do postaci

dy
= = x,
y
skad
y = Ce*
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Rozwigzania ogélne i szczegélne
Réwnania rézniczkowe liniowe Metody rozwigzan

Rozwigzanie ogdlne

Twierdzenie

Rozwiazanie ogdlne yo, réwnania liniowego niejednorodnego

Y'+p(x)y=q(x),
wyraza sie wzorem
Yon = Yoj + Ysn,
gdzie y,; jest rozwigzaniem ogdlnym réwnania jednorodnego,
Y +p(x)y=0,

a ysp jest dowolnym rozwigzaniem szczegdlnym réwnania
niejednorodnego.
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Rozwigzania ogélne i szczegdlne
Réwnania rézniczkowe liniowe Metody rozwigzan

Rozwigzanie ogdlne c.d.

Wynika stad, ze wystarczy rozwigzaé réwnanie jednorodne,
nastepnie ,,zgadna¢" dowolne rozwigzanie szczegdlne réwnania
niejednorodnego, a potem oba rozwigzania dodac.
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Rozwigzania ogélne i szczegélne
Réwnania rézniczkowe liniowe Metody rozwigzan

Metoda przewidywan

Jezeli p (x) = const, czyli rébwnanie ma postac
Y +py=q(x),

to dla szczegdlnych postaci prawej strony g (x), mozna przewidzie¢
postaé rozwigzania szczegdlnego. Stad nazwa ,metoda
przewidywan" .

Niektére z tych szczegdlnych postaci dla ktérych mozna
przewidzie¢ postac rozwiazania, podane s3 w tabeli.
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Rozwigzania ogélne i szczegélne
Réwnania rézniczkowe liniowe Metody rozwigzan

Przewidywane postacie rozwigzan

q(x) — prawa strona réwnania | Rozwiazania

Wh(x) Qn(x)

W (x)e™* Qn(x)e™™ | gdy p # —«
xQn(x)e™ , gdy p = —«

ke®* me®* | gdy p # —«
xme®* | gdy p = —«

k cos(bx) + Isin(bx) mcos(bx) + nsin(bx)

e (k cos(bx) + I'sin(bx)) e**(m cos(bx) + nsin(bx))

W, (x)(cos(bx) + sin(bx)) Qn(x)(cos(bx) + sin(bx))

W, (x), Qn (x), — wielomiany stopnia n W
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Rozwigzania ogélne i szczegélne
Réwnania rézniczkowe liniowe Metody rozwigzan

Przyktad (1)
Niech

y—y =x>+1.

Rozwigzaniem réwnania jednorodnego jest y,; = Ce*.
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Rozwigzania ogélne i szczegélne
Réwnania rézniczkowe liniowe Metody rozwigzan

Przyktad (1)
Niech

y—y =x*+1.
Rozwigzaniem réwnania jednorodnego jest y,; = Ce*.
Szukamy ys, = ax? + bx + c.
Podstawiamy

ax®> + bx +c—2ax — b=x>+1,

a=1,
b—2a=0,
c—b=1.
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Rozwigzania ogélne i szczegélne
Réwnania rézniczkowe liniowe Metody rozwigzan

Przyktad (1)
Niech

y—y =x*+1.
Rozwigzaniem réwnania jednorodnego jest y,; = Ce*.
Szukamy ys, = ax? + bx + c.
Podstawiamy

ax®> + bx +c—2ax — b=x>+1,

a=1,
b—2a=0,
c—b=

Stad a=1, b=2,c=3,
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Rozwigzania ogélne i szczegélne
Réwnania rézniczkowe liniowe Metody rozwigzan

Przyktad (1)
Niech

y—y =x*+1.
Rozwigzaniem réwnania jednorodnego jest y,; = Ce*.
Szukamy ys, = ax? + bx + c.
Podstawiamy

ax®> + bx +c—2ax — b=x>+1,

a=1,
b—2a=0,
c—b=

Stad a=1, b=2,c=3,

czyli W
Yon = Yoj + Ysn = CeX+X2+2X—|—3.
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Réwnania rézniczkowe liniowe

Przyktad (2)

Niech
y—y =3e >

Rozwigzaniem réwnania jednorodnego jest y,; = Ce*.
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Rozwigzania ogélne i szczegélne
Réwnania rézniczkowe liniowe Metody rozwigzan

Przyktad (2)

Niech
y—y =3e >

Rozwigzaniem réwnania jednorodnego jest y,; = Ce*.

Szukamy ys, = ae~2X.
Podstawiamy
ae™ > — (—2ae” %) =3,

skad po skréceniu przez e=2* otrzymujemy a + 2a = 3, a wiec
a=1
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Rozwigzania ogélne i szczegélne
Réwnania rézniczkowe liniowe Metody rozwigzan

Przyktad (2)

Niech
y—y =3e >

Rozwigzaniem réwnania jednorodnego jest y,; = Ce*.
Szukamy ys, = ae™2x,
Podstawiamy

ae™ > — (—2ae” %) =3,

skad po skréceniu przez e=2* otrzymujemy a + 2a = 3, a wiec
a=1
Stad

X

Yon = Yoj + Ysn = Ce* + e~
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Réwnania rézniczkowe liniowe

Przyktfad (3)
Niech

y —y' =sin2x.

Rozwigzaniem réwnania jednorodnego jest y,; = Ce*.
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Rozwigzania ogélne i szczegélne
Réwnania rézniczkowe liniowe Metody rozwigzan

Przyktfad (3)
Niech

y —y' =sin2x.
Rozwigzaniem réwnania jednorodnego jest y,; = Ce*.

Szukamy ys, = acos2x + bsin 2x.
Podstawiamy

acos2x + bsin2x + 2asin2x — 2bcos 2x = sin 2x.
Witedy

a—2b=0,
2a+b=1.
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Rozwigzania ogélne i szczegélne
Réwnania rézniczkowe liniowe Metody rozwigzan

Przyktfad (3)
Niech

y —y' =sin2x.
Rozwigzaniem réwnania jednorodnego jest y,; = Ce*.

Szukamy ys, = acos2x + bsin 2x.
Podstawiamy

acos2x + bsin2x + 2asin2x — 2bcos 2x = sin 2x.

Witedy
a—2b=0,
2a+b=1.

czyli \
Yon = Ce* + 0.2sin2x + 0.4 cos 2x. \
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Rozwigzania ogélne i szczegélne
Réwnania rézniczkowe liniowe Metody rozwigzan

Idea metody uzmienniania stafe]

Gdy g (x) nie jest stata, stosuje sie metode zwang , metoda
uzmienniania statej”.

Polega ona na tym, ze w rozwigzaniu ogdlnym réwnania
jednorodnego y,;, zastepuje sie stata C funkcja C (x) i podstawia
do réwnania niejednorodnego

Y+p(x)y=q(x),

skad wyznacza sie C (x).
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Rozwigzania ogélne i szczegélne
Réwnania rézniczkowe liniowe Metody rozwigzan

Przyktad (1)

Niech

X

y—y =3e >

Rozwigzaniem réwnania jednorodnego jest y,; = Ce*.
Przyjmiemy wiec, ze
Yon = C (x) &*

i podstawimy do réwnania niejednorodnego.
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Rozwigzania ogélne i szczegélne
Réwnania rézniczkowe liniowe Metody rozwigzan

Przyktad (1) c.d.

Najpierw obliczamy
Yon = C'(x) & + C (x) ",
skad po podstawieniu do réwnania niejednorodnego:
C(x)eX — C'(x)e¥ — C(x) e =3e

oraz
C'(x)=-3¢> = C(x)=e>+C.

Stad
Yon = (ei3x T C) e* = eizx + Ce*.

\\'
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Rozwigzania ogélne i szczegélne
Réwnania rézniczkowe liniowe Metody rozwigzan

Przyktad (2)

Niech
y —y' =sin2x.

Rozwigzaniem réwnania jednorodnego jest y,; = Ce*.
i, =C(x)e*—C'(x)e — C(x)e* = —C"(x) e,

—X

C(x)= —% (sin2x — 2cos2x) + C,

skad

Yon = <— e5 (sin2x — 2 cos 2x) + C> eX.

\\'
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Rozwigzania ogélne i szczegélne
Réwnania rézniczkowe liniowe Metody rozwigzan

Przyktfad (3)

Niech
y' — xy = x.

Odpowiadajagcym temu réwnaniu réwnaniem jednorodnym jest

y' —xy =0.

ktérego rozwigzaniem jest yo; = Ce¥’/2,
Przyjmiemy wiec, ze

Yon = C (x) /2

i podstawimy do réwnania niejednorodnego.
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Rozwigzania ogélne i szczegélne
Réwnania rézniczkowe liniowe Metody rozwigzan

Przyktfad (3) c.d.

Najpierw obliczamy

Yon = C'(x) €72 4 xC (x) /2
skad po podstawieniu do réwnania niejednorodnego:

C' (x) e’/2 4 xC (x) 12— xC (x) /2 = x.
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Rozwigzania ogélne i szczegélne
Réwnania rézniczkowe liniowe Metody rozwigzan

Przyktfad (3) c.d.

Najpierw obliczamy

Yon = C'(x) €72 4 xC (x) /2
skad po podstawieniu do réwnania niejednorodnego:
C' (x) /2 4 xC (x) /2 _ xC (x) /2 — .

Po skréceniu: .
C' (x) = xe /2,

skad
C(x)= /xex2 dx.

\\'
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Rozwigzania ogélne i szczegélne
Réwnania rézniczkowe liniowe Metody rozwigzan

Przyktfad (3) c.d.

Najpierw obliczamy

Yon = C'(x) €72 4 xC (x) /2
skad po podstawieniu do réwnania niejednorodnego:
C' (x) /2 4 xC (x) /2 _ xC (x) /2 — .

Po skréceniu: .
C' (x) = xe /2,

skad
C(x)= /xex2 dx.
Catke te obliczamy przez podstawienie: C (x) = —e**/2 4 C.
Yon = <C = 67X2/2> ex2/2 = CeX2/2 —1. W
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Przykfad (3) — Maxima

y —xy = x.

(%11) ode2(’diff(y,x)-x*y=x, y, X);
(hol) y=(he-t%he™ (-x~2/2)) *%e” (x72/2)
(%i2) factor(%);

(h02) y=lhcxhe ™ (x"2/2)-1

\\'
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Przyktad (4)
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Przyktad (4)

Y+y=+vx, x>0

Yoj = Ce™

Uzmienniamy stata:
C(x)e*=—C(x)e*+C(x)e ™ =+x

skad
C' (x) = e“V/x.
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Przyktad (4)

y +y=+x, x> 0.

Yoj = Ce™
Uzmienniamy stata:
C(x)e"—C(x)e "+ C(x)e ™ =+/x

skad
C' (x) = e“V/x.

Catkujemy obustronnie:

(= [ervRax=2 (ﬁex | Ivmert W;))

2 4 \\'
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Przyktad (4) c.d.

Ostatecznie:

)/onZC(x)eX:ex/ex\/;dxzz<\/;<ex+i Werf(i\/})>

2 4

\\'
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Przykfad (4) Uwaga!

Otrzymane C (x) jest funkcja rzeczywista!
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Przyktad (4) — Maxima

y'+y=vx

(%11) ode2(’diff(y,x)+y=sqrt(x), y, x);
(hol) y=he™ (=x)*(2x ((sqrt (x)*%e"x)/2
+(sqrt (%pi)*%i*erf (hi*sqrt(x)))/4)+Vc)

e (2 (ﬁex N i/ erf (/ﬁ)) N C)

2 4
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Przyktad (4) — wykres

Wykres rozwigzania szczegélnego dla C = 1,2, —1:

N
AN N

0.5 b
of T _
/////
-
-

-0.5 // B
-1 / §

. . .
0 0.5 1 15 2
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