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Catki: dalsze wiasnosci i zastosowania Catka Riemanna
Zastosowania catek

Definicja

Niech
a=xg<x1<-+-<xp,=b, Xp € (Xk—1, Xk) -

Zaktadamy, ze
max (xx — xx—1) — 0.

2/43



Catki: dalsze wiasnosci i zastosowania Catka Riemanna
Zastosowania catek

Definicja

Niech
a=xg<x1<-+-<xp,=b, Xp € (Xk—1, Xk) -

Zaktadamy, ze
max (xx — xx—1) — 0.

b

/f(x) dx = n'L'EOZ(Xk —xk_1) F(x7).
5 k=1

Jedli prawa strona wzoru nie zalezy od wyboru punktéw x i x;, to
funkcja jest catkowalna w sensie Riemanna.
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Catki: dalsze wiasnosci i zastosowania Catka Riemanna
Zastosowania catek

Definicja

Niech
a=xg<x1<-+-<xp,=b, Xp € (Xk—1, Xk) -

Zaktadamy, ze
max (xx — xx—1) — 0.

b n
/f(x) dx = n'L'EOZ(Xk —xk_1) F(x7).
5 k=1

Jedli prawa strona wzoru nie zalezy od wyboru punktéw x i x;, to
funkcja jest catkowalna w sensie Riemanna.

Jest to catka Riemanna. W\
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Catki: dalsze wiasnosci i zastosowania Catka Riemanna
Zastosowania catek

Suma catkowa

Jedli max (xx — xx_1) jest dostatecznie mate, to
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Catki: dalsze wiasnosci i zastosowania Catka Riemanna
Zastosowania catek

Suma catkowa

Jedli max (xx — xx_1) jest dostatecznie mate, to

n b

Z (xk — xk—1) f (xz) =~ / f(x) dx.

k=1 p

W przypadku punktéw réwnoodlegtych mamy h = (b — a) /n, czyli
k
X, = a—+ - (b = a)

Mozna tez przyja¢ x; = xx — h/2.
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Catki: dalsze wiasnosci i zastosowania Catka Riemanna
Zastosowania catek

Przyktad

Niech f (x) = x?. Warto$é¢ doktadna catki

4 3,
/x2 dx = %(0 — 64/3 =21.33...
0
Przyblizenie dla n = 4:
4
/x2 dx ~ 0.25 + 2.25 + 6.25 + 12.25 = 21.
0

\\'

4/43



Catki: dalsze wiasnosci i zastosowania Catka Riemanna
Zastosowania catek

Przyktad c.d.

16 T T T T T T T

14 | =

12 | =

10 - -
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Catki: dalsze wiasnosci i zastosowania Catka Riemanna
Zastosowania catek

Twierdzenia o catce Riemanna

Twierdzenie

Jesli funkcja ograniczona na przedziale domknietym posiada w tym
przedziale skoriczong liczbe punktéw nieciggfosci, to jest w nim
catkowalna w sensie Riemanna.
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Catki: dalsze wiasnosci i zastosowania Catka Riemanna
Zastosowania catek

Twierdzenia o catce Riemanna

Twierdzenie

Jesli funkcja ograniczona na przedziale domknietym posiada w tym
przedziale skoriczong liczbe punktéw nieciggfosci, to jest w nim
catkowalna w sensie Riemanna.

Twierdzenie

Jesli funkcja jest ciagta w przedziale domknietym, to jest w tym
przedziale catkowalna w sensie Riemanna.
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Catki: dalsze wiasnosci i zastosowania Catka Riemanna
Zastosowania catek

Funkcja pierwotna i catka Riemanna

Twierdzenie (Newtona—Leibniza)

Jesli F jest dowolna funkcja pierwotna funkcji f ciagtej w
przedziale [a, b], to wéwczas

= F(b)— F(a).

a

b
b
/f(x)dx:F(x)

\\'
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Catki: dalsze wiasnosci i zastosowania Catka Riemanna
Zastosowania cafek

Objetos¢ bryty obrotowej

Krzywa, bedaca wykresem funkcji f (x) > 0 w przedziale [a, b]
obracamy wokét osi OX.
»Plasterek” grubosci Ax ma objetosé

AV = 7f? (x) Ax.

\\'

8/43



Catki: dalsze wiasnosci i zastosowania Catka Riemanna
Zastosowania cafek

Objetos¢ bryty obrotowej

Krzywa, bedaca wykresem funkcji f (x) > 0 w przedziale [a, b]
obracamy wokét osi OX.
»Plasterek” grubosci Ax ma objetosé

AV = 7f? (x) Ax.
Stad

b
V:ﬂ'/fz(x)dx.
a

\\'
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Catki: dalsze wiasnosci i zastosowania Catka Riemanna
Zastosowania cafek

Powierzchnia bryty obrotowej

Przy tych samych zatozeniach, powierzchnia , plasterka”, czyli
powierzchnia stozka Scietego:

AS ~ 27f (x) /1 + (' (x))*Ax.
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Catki: dalsze wiasnosci i zastosowania Catka Riemanna
Zastosowania cafek

Powierzchnia bryty obrotowej

Przy tych samych zatozeniach, powierzchnia , plasterka”, czyli
powierzchnia stozka Scietego:

AS ~ 27f (x) /1 + (' (x))*Ax.

\\'
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Catki: dalsze wiasnosci i zastosowania Catka Riemanna
Zastosowania cafek

Objetos¢ i powierzchnia bryty obrotowej

Kalkulatory matematyczne
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https://obliczone.pl/kalkulatory/
https://obliczone.pl/kalkulatory/1083-pole-powierzhcni-objetosc-bryly-obrotowej

Catki: dalsze wiasnosci i zastosowania Catka Riemanna
Zastosowania cafek

Objetos¢ i powierzchnia bryty obrotowej

Kalkulatory matematyczne

Kalkulator objetosci i powierzchni
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https://obliczone.pl/kalkulatory/
https://obliczone.pl/kalkulatory/1083-pole-powierzhcni-objetosc-bryly-obrotowej

Catki: dalsze wiasnosci i zastosowania Catka Riemanna
Zastosowania cafek

Poétokrag

sqrt(1-x~2)
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Catki: dalsze wiasnosci i zastosowania Catka Riemanna
Zastosowania cafek

Objetos¢ kuli

Niech r = 1.
f(x)=v1-x2

Obracamy f (x) wokét osi OX.
Wtedy

\\'
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Catki: dalsze wiasnosci i zastosowania Catka Riemanna
Zastosowania cafek

Objetos¢ kuli

Niech r = 1.
f(x)=v1-x2

Obracamy f (x) wokét osi OX.
Wtedy

V=n
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Ogodlnie dla dowolnego r:
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Catki: dalsze wiasnosci i zastosowania Catka Riemanna
Zastosowania cafek

Powierzchnia kuli

Ogodlnie dla dowolnego r:

S = 4xnr’.
W
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Catki: dalsze wiasnosci i zastosowania Catka Riemanna
Zastosowania cafek

Nieskonczony lejek (1)

Wykres funkgji
f(x)=1/x.

od 1 do oo obracamy wokét osi OX.

1/x
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Catki: dalsze wiasnosci i zastosowania Catka Riemanna
Zastosowania cafek

Nieskonczony lejek (2)

f(x)=1/x, 1<x<o0.
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Catki: dalsze wiasnosci i zastosowania Catka Riemanna
Zastosowania cafek

Nieskonczony lejek (2)

Przekréj
7 o0
P:2/1/xdx:ln’1 = o0
1
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Catki: dalsze wiasnosci i zastosowania Catka Riemanna
Zastosowania cafek

Nieskonczony lejek (2)

Przekréj
o
o0
P:2/1/xdx:ln’1 = o0
1
Objetos¢:
oo
2 o
V:Tr/l/x dX:—ﬂ'/X‘l =.
1
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Catki: dalsze wiasnosci i zastosowania Catka Riemanna
Zastosowania cafek

Nieskonczony lejek (2)

Przekréj
o
o0
P:2/1/xdx:ln’1 = .
1
Objetos¢:
oo
2 o
V:Tr/l/x dX:—ﬂ'/X‘l =.
1
Powierzchnia boczna:
o0 o0
oo
S:277/(1/x)\/1+1/x2dx2277/1/xdx:Inx‘1 = oo. v
1 1
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Podstawowe wtasnosci
Funkcje wielu zmiennych Pochodne czastkowe i optymalizacja

Powierzchnie i warstwice

Funkcja f (x1,x2,...,x,), jest funkcja rzeczywista n zmiennych
rzeczywistych, gdy
f:R" > R,

gdzie

R"=Rx---xR.

n razy
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Podstawowe wtasnosci
Funkcje wielu zmiennych Pochodne czastkowe i optymalizacja

Powierzchnie i warstwice c.d.

Dla przypadku n = 2, czyli dla funkcji dwdch zmiennych, zamiast
(x1,x2) pisze sie zwykle (x,y) i f(x,y), a dla n =3, czyli funkcji
trzech zmiennych, zamiast (x1, x2, x3), pisze sie zwykle (x,y, z) i
f(x,y,z).

Zauwazmy, ze R? jest ptaszczyzna, a wiec wykresem kazdej funkgji
f (x,y) jest powierzchnia w przestrzeni tréjwymiarowe;j.
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priasns Podstawowe wtasnosci
unkcje wielu zmiennych Pochodne czastkowe i optymalizacja

Ptaszczyzna

Wykresem funkcji z = x + y jest ptaszczyzna.
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Podstawowe wtasnosci
Funkcje wielu zmiennych Pochodne czastkowe i optymalizacja

Paraboloida obrotowa

Wykresem funkcji z = x2 + y? jest paraboloida obrotowa.
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Podstawowe wtasnosci
Funkcje wielu zmiennych Pochodne czastkowe i optymalizacja

Hiperboloida jednopowtokowa

Wykresem funkcji z = x? — y? jest hiperboloida jednopowtokowa
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Podstawowe wtasnosci
Funkcje wielu zmiennych Pochodne czastkowe i optymalizacja

Powierzchnie obrotowe 1

cos(x)
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Podstawowe wtasnosci
Funkcje wielu zmiennych Pochodne czastkowe i optymalizacja

Powierzchnie obrotowe 1 c.d.

f(x,y) = cos/x2+ y2.

cos(sqrt(y”2+x/2))
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Podstawowe wtasnosci
Funkcje wielu zmiennych Pochodne czastkowe i optymalizacja

Powierzchnie obrotowe 2
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Podstawowe wtasnosci
Funkcje wielu zmiennych Pochodne czastkowe i optymalizacja

Powierzchnie obrotowe 2 c.d.

cos \/x2 + y?

f(X,y): 1+X2+y2

cos(sqrt(y~2+x/2))/(yA2+x"2+1)
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Podstawowe wtasnosci
Funkcje wielu zmiennych Pochodne czastkowe i optymalizacja

Warstwica

Jedli z = f (x,y) i ustalimy warto$¢ zy = z, to otrzymujemy
réwnanie
f (x,y) = zp = const.

Réwnanie to jest réwnaniem krzywej, zwanej warstwica. Warstwica
powstaje przez przecigcie wykresu funkgji (powierzchni) f (x, y)
ptaszczyzng z = z.
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Podstawowe wtasnosci
Funkcje wielu zmiennych Pochodne czastkowe i optymalizacja

Przyktad warstwicy (1)

Niech f (x,y) = x? + y?, ktérej wykres jest pokazany na rysunku.

YA2+xN2
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Podstawowe wtasnosci
Funkcje wielu zmiennych Pochodne czastkowe i optymalizacja

Przyktad warstwicy (1) c.d.

Jesli przyjmiemy zy = r?, to otrzymamy réwnanie x2 + y2 =r2

Jest to réwnanie okregu o promieniu r. Oznacza to, ze warstwice

sg okregami. Jezeli przyjmiemy y = 0, to wykres funkcji

z = f (x,0) = x? jest parabola lezaca na ptaszczyznie OXZ, a jedli
x = 0, to wykres funkcji z = £ (0,y) = y? jest parabola lezaca na

ptaszczyznie OYZ. Stad nazwa paraboloida obrotowa.
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Podstawowe wtasnosci
Funkcje wielu zmiennych Pochodne czastkowe i optymalizacja

Przyktad warstwicy (2)

f(x,y) =0.24(x +y) — exp (—x* — y?)..

0.24% (y+x)-%eN((-y"2)-x"2)
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Podstawowe wtasnosci
Funkcje wielu zmiennych Pochodne czastkowe i optymalizacja

Przyktad warstwicy (2) c.d.

f(x,y)=024(x+y)—exp (—x2 — y2) .
z =10.90,0.45,0.00, —0.45, —0.90.

\\'
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Funkcje wielu zmiennych

Poziomice

W geodezji,
kartografii itd.
Wikipedia

Podstawowe wtasnosci
Pochodne czastkowe i optymalizacja



https://pl.wikipedia.org/wiki/Warstwica

Podstawowe wtasnosci
Funkcje wielu zmiennych Pochodne czastkowe i optymalizacja

Pochodne czastkowe

Niech z = f(x,y) € R bedzie okreslonaw D C R? =R x R.
Pochodna czastkowa po x w punkcie pg jest to granica ilorazu
réznicowego, gdzie py = (xo, yo) € D:

lim f(xo+ h,yo) — f(x0,50) _ 9f(x,y)

lim - e = f(x0, ¥0) = f(po).

Po

Analogicznie okresla sie pochodng czastkowa po y.
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Podstawowe wtasnosci
Funkcje wielu zmiennych Pochodne czastkowe i optymalizacja

Przyktad pochodnych czastkowych

Jedli F (x,y) = e, to

of ., Of

— =y, — =xev.
ax dy

Jedli f (x,y) = /Y, to

of

of

L sy _ X xly
8x_ye "9y y2e '

\\'
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Podstawowe wtasnosci
Funkcje wielu zmiennych Pochodne czastkowe i optymalizacja

Definicja ekstremum

Funkcja f (x,y) ma w punkcie py = (xo, o) maksimum, jesli
istnieje 0 > 0 takie, ze f (po) > f (p) dla ||p — po|| < 6,
po # p = (x,y) € D, gdzie

P — poll = \/(X —x0)* + (v — %0)°

jest odlegtoscia punktu p od punktu pg.
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Podstawowe wtasnosci
Funkcje wielu zmiennych Pochodne czastkowe i optymalizacja

Warunek konieczny

Twierdzenie

Funkcja rézniczkowalna w D C R? moze miec ekstremum tylko w
takim pg € D, w ktérym

fx (po) = 0 oraz f, (po) = 0.
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Podstawowe wtasnosci
Funkcje wielu zmiennych Pochodne czastkowe i optymalizacja

Drugie pochodne czastkowe

0 (o2 _ 0z
T ox \ox ) ox?’
0 (0z 0°z
fxy = A _ \53 | = 5
Ox \ Oy 0x0y
0 [0z 0°z
f_‘yX = — o =
dy \ Ox dydx
L0 (0z) _ 0
Yoy \dy)  0y?
2 2
fy = aiazy' fx = aigx — drugie pochodne mieszane.
Zwykle (Sciste warunki pominiemy), jest £, = fx. W
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Podstawowe wtasnosci
Funkcje wielu zmiennych Pochodne czastkowe i optymalizacja

Przyktad drugich pochodnych czastkowych

z:f(x,y):sin(x+y2).

0z ) 9z ,
&—cos(x-&-y )7 By —2ycos(x-|-y )
0%z ) 922 .
8X2=—sm(x+y2), 67/2:2cos(x—|—y2)_4y2s,n(X+y2)7
5%z 0%z _
Byox ~ By S+

\\'
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Podstawowe wtasnosci
Funkcje wielu zmiennych Pochodne czastkowe i optymalizacja

Warunek dostateczny

Twierdzenie

Jesli f ma drugie pochodne czastkowe w D, w punkcie pg spetnia
warunek konieczny oraz wyznacznik w = w (p) > 0:

) ﬁ(y:fy)m

to f ma w punkcie py
e maksimum, gdy f. (po) < O,
e minimum, gdy f. (po) > 0.
Gdy w (po) < 0, to w py nie ma ekstremum.




Podstawowe wtasnosci
Funkcje wielu zmiennych Pochodne czastkowe i optymalizacja

Przyktad

Niech f (x,y) = x? + Ay?. Wtedy f, = 2x, f, = 2)\y. Drugie
pochodne: f =2, f,,, =2, £, = f,, = 0.

2 0

s o | =

w=|

Poniewaz f,x =2 > 0, to dla A > 0 jest minimum w punkcie (0, 0),
a dla A < 0 nie ma ekstremum.

\\'
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Podstawowe wtasnosci
Funkcje wielu zmiennych Pochodne czastkowe i optymalizacja

Przyktad, A =2

2XyN2+x12
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Podstawowe wtasnosci
Funkcje wielu zmiennych Pochodne czastkowe i optymalizacja

Przyktad, A = 0.5

0.5%yA24+x~2
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Podstawowe wtasnosci
Funkcje wielu zmiennych Pochodne czastkowe i optymalizacja

Przyktad, A = 0
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Podstawowe wtasnosci
Funkcje wielu zmiennych Pochodne czastkowe i optymalizacja

Przyktad, \ = —0.5

X2-0.5%yA2
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Podstawowe wtasnosci
Funkcje wielu zmiennych Pochodne czastkowe i optymalizacja

Przyktad, A = —2

XN2-2%yN2
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