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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Definicja catki oznaczone;j

Catka oznaczona z funkcji f (x) w granicach od a do b jest liczba
okreslona wzorem:

gdzie F (x) jest funkcja pierwotng funkgji f (x), tzn. F’'(x) = f (x).
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Definicja catki oznaczone;j

Catka oznaczona z funkcji f (x) w granicach od a do b jest liczba
okreslona wzorem:

gdzie F (x) jest funkcja pierwotng funkgji f (x), tzn. F’'(x) = f (x).

Liczba a nazywa sie dolng, a liczba b — gbérna granica catkowania.
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Definicja catki oznaczone;j

Catka oznaczona z funkcji f (x) w granicach od a do b jest liczba
okreslona wzorem:

gdzie F (x) jest funkcja pierwotna funkgji f (x), tzn. F'(x) = f (x).
Liczba a nazywa sie dolng, a liczba b — gbérna granica catkowania.

Przyjmuje sie wygodne oznaczenie:
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Catka nieoznaczona i oznaczona

Zasadnicza réznica miedzy catka nieoznaczong a oznaczona:

o Catka nieoznaczona jest funkcja.

o Catka oznaczona jest liczba.
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Interpretacja geometryczna catki oznaczonej
b

JeSlia<bif(x)>0,to /f(x) dx jest polem P pod wykresem

a
funkcji f (x) nad osia OX, pomiedzy prostymi prostopadtymi do tej
osi, wystawionymi w punktach a i b.
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Interpretacja geometryczna catki oznaczonej c.d.

b
Jedlia<bif(x)<O,to /f(x) dx jest minus polem P nad

a
wykresem funkcji f (x) pod osia OX, pomiedzy prostymi
prostopadtymi do tej osi, wystawionymi w punktach a i b.
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Interpretacja geometryczna catki oznaczonej c.d.

b
Jedlia<bif(x)<O,to /f(x) dx jest minus polem P nad

a
wykresem funkcji f (x) pod osia OX, pomiedzy prostymi
prostopadtymi do tej osi, wystawionymi w punktach a i b.

b
P:—/f(x) dx
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Najprostszy przyktad

1 2
X
d:—
/XX 2
0

0

— pole tréjkata,
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Najprostszy przyktad

1 1
d x2 1
xdx = —| ==
2 2
0 0
— pole tréjkata,
1 1
n+1 1
/X" dx = X = .
n+1 n+1
0 0

— pole wykresem wielomianu x”.
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Obliczanie pola (1)

Pole ograniczone krzywymi o réwnaniach y = x% i y = /x.

04 | P —
1 1 1
3/2 3 1
. 2 _X X . 5
0
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Obliczanie pola (2)

Pole ograniczone krzywymi o réwnaniach y =sinx, y =1 — 3x/m,

y=1
os P
/6 /2
p:g_/(1_3x/w)dx—/sinxdx.
0 /6
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje

Obliczanie pola (2) c.d.

Whtasnosci
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje

Obliczanie pola (2) c.d.

Whtasnosci

/2
/2 \/§
inxdx =— = 6) = —.
/smx Ix COs X v cos (m/6) >
/6
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje

Obliczanie pola (2) c.d.

Whtasnosci

/2

w/2 \/§
inxdx = — = ==
t/‘ﬂnx Ix cosxﬁ/6 cos (m/6) 5
/6
1 1 V3 3r 3
P—r <2 _ 8> — = — 5 ~03120718413117338. (W
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Obliczanie pola (2) — uwaga

Pierwsza catka czysto geometrycznie:

/6
1 1
0
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Wartos$¢ srednia catkowa

Twierdzenie

Jesli f jest funkcja ciagta, to istnieje ¢ € [a, b] takie, ze

b

/ f(x)dx = (b—a)f(c).

a

Warto$¢ f (¢) = fsr wystepujaca w twierdzeniu nazywa sie $redniag
catkows.

Jest to dla funkgji f (x) > 0 wysokos$¢ prostokata o podstawie
dtugosci b — a i polu réwnym polu pod wykresem funkgji f (x).
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Wartos¢ srednia catkowa — ilustracja
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Catka oznaczona i funkcja pierwotna

Funkcja g (x) okres$lona za pomoca catki oznaczonej:

g(x)=/f(f>dT=F(x>—F(a),

gdzie F (x) jest pewng funkcja pierwotna funkcji f (x).
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Catka oznaczona i funkcja pierwotna

Funkcja g (x) okres$lona za pomoca catki oznaczonej:

g(x)=/f(f>dT=F(x>—F(a),

gdzie F (x) jest pewng funkcja pierwotna funkcji f (x).

Whiosek:
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Catka oznaczona i funkcja pierwotna

Funkcja g (x) okres$lona za pomoca catki oznaczonej:
g()= [ F(r)dr=F(x) - Fa),

gdzie F (x) jest pewng funkcja pierwotna funkcji f (x).

Whiosek:

Mozna wiec przyjaé, ze ¢ = —F (a).
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Warunek poczatkowy

Jesli .
g()= [ f(ax
to
g(to) =0
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Warunek poczatkowy

Jesli

to
g(to) =0.

Jedli t jest czasem, to warunek g (tp) jest warunkiem poczatkowym
— zaczynamy w chwili tg.
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Funkcje parzyste i nieparzyste

Funkcja f jest parzysta, gdy f(x) = f(—x).
Funkcja f jest nieparzysta, gdy f(x) = —f(—x).

1 1
8.8
0.5
P 8.6
x £ e
3 %
2 8.4
-8.9
a.2
a -1
-1 -8.,5 ] a,5 1 1 -8.5 a 8.5 1
% ®
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Wiasnosci

Catki funkcji parzystych i nieparzystych.

Twierdzenie

Jesli f jest funkcja nieparzysta, to

a

/ F(x) dx = 0.

—a

Jesli f jest funkcja parzysta, to

/a F(x) dx = 2 / £(x) dx.
—a 0
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Suma i mnozenie przez staty

Podobnie jak dla catki nieoznaczone;

b b b
/(f(x)+g(x)) dx:/f(x) dx+/g(x) dx.
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Suma i mnozenie przez staty

Podobnie jak dla catki nieoznaczonej

b b b
/(f(x)+g(x)) dx:/f(x) dx+/g(x) dx.

a

Ostrzezenie!

Nie istnieje wzoér na catke iloczynu funkgcji.




Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje

Whtasnosci

Podziat przedziatu catkowania

Specyficzne dla catek oznaczonych jest natomiast

Twierdzenie
Jeslia< b< c, to
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Droga, predkos¢, przyspieszenie (1)

Oznaczenia:
@ t — czas,
s (t) — droga,
v (t) — predkos¢,

a(t) — przyspieszenie.
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Droga, predkos¢, przyspieszenie (1)

Oznaczenia:
@ t — czas,

e s(t) —droga,

v (t) — predkos¢,

@ a(t) — przyspieszenie.
Wiadomo, ze

o v(t)=5'(t),

e a(t)=Vv(t),
o ile odpowiednie pochodne istnieja.
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Droga, predkos¢, przyspieszenie (2)

Whioski:

z doktadnoscia do staftej.
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Droga, predkos¢, przyspieszenie (2)

Whioski:

z doktadnoscia do staftej.

Statfa ¢ trzeba wyznaczy¢ jako predkos$¢ poczatkowa i droge
poczatkowa.
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Droga, predkos¢, przyspieszenie — przyktad (1)

Zatézmy, ze dla t > 0:
a(t)=e '+ 0.1sin(207t).

Wtedy predkosé¢, v (0) = 0:

t

v(t) = / (77 4 0.1sin(2077)) dT

0
001
=—e " — g €os (2077) ’0
=—e - 0.005 cos (207t) + 1 — 0.005
™ s

\\'

21/38



Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Droga, predkos¢, przyspieszenie — przyktad (2)

Teraz droga s (0) = 0:

s(t) = /t v(T)dr = /t (—e‘t _ 0.005 cos (20mt) + 1 — 0005) dr

s s
. 2 . t
=e T — 0 00;) > sin (2077) + (1 + 0 005> T
i s 0
~e t+ (1 + 0'005> t—1.
s
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Wykres a (t
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Wykres v (t)

(0.005* cos(20* %pi*t))/%opi-%e-t-0.005/%opi+1
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Wykres s (t)

Y%oeN-t-+H1-0.005/%pi)*t-1
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Wykresy

35 1
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

/astosowania

Do mierzenia przyspieszenia stuzy akcelerometr, czyli miernik
przyspieszenia: przyspieszeniomierz.

Akcelerometry maja wiele zastosowan w przemysle, medycynie,
transporcie oraz urzadzeniach powszechnego uzytku, sa podstawa
dziatania nawigacji inercyjnej, stosowanej pierwotnie w samolotach
i pociskach kierowanych. Akcelerometry wykonywane w technologii
uktadéw mikromechanicznych znajduja powszechne zastosowania
w przenos$nych urzadzeniach elektronicznych, takich jak smartfony,
tablety, kontrolery gier, opaski fitnesowe.

Wikipedia: Akcelerometr
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https://pl.wikipedia.org/wiki/Przyspieszeniomierz

Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Wzér na catkowanie przez czesci

Ze wzoru na catkowania przez czesci dla catki nieoznaczonej
wynika metoda catkowania przez czesci dla catki oznaczonej.

Twierdzenie

Jesli f' i g’ — ciagte, to

/bf(x)g’(x)d x)| /f’ x)g(x) dx,
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Przyktad

1

e e
/Inxdx:/x’lnxdx:xlnx’j—/X(Inx)’dx
1 1

e

:e—xlze—e—i—l:l.
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Catkowanie przez czesci

Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie
Przyktad
e e e
!/ € /
Inxdx= [ x'Inxdx = xlnx’ — [ x(Inx)"dx
1
1 1 1
e

=€ —X

—e—ef1=—1.
1

Inaczej
F(x):/lnxdx:xlnx—x+c,
skad
e
e
/Inxdx:x(lnx—l)‘ =e-(1-1)—-1-(0—-1)=1.
1 >
1 \\
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Przyktad — Maxima

(%i1) integrate(log(x), x);

(%ho1l) x*log(x)-x

(%12) integrate(log(x), x, 1, %e);
(ho2) 1
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Wzér na catkowanie przez podstawianie

Bardziej skomplikowane jest obliczanie catek oznaczonych przez
podstawianie, bo wymaga to na ogdt zmian granic catkowania.

Twierdzenie

b f(b)
[etnrs= [ ew)dr,
a f(a)

gdzie y = f(x), czyli

b ; f(b)
Y g
/de dx = /zdy
2 f(a)
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Przyktad 1

1
h = /xex2/2 dx
0

Podstawiamy t = x?/2, skad dt = x dx. Poniewaz x zmienia sie
od 0 do 1, to t zmienia sie od 0 do 1/2. Stad

1/2
1/2
I;lz/etdt:et0 =+e—1.
0

\\'

32/38



Catkowanie przez czesci

Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie
Przyktad 2
2
x2/2
L= [ xe dx.
0

Podstawiamy t = x?/2, skad dt = x dx. Poniewaz x zmienia sie
od 0 do 2, to t zmienia sie od 0 do 2. Stad

2
Izz/etdt:et
0

Zauwazmy, ze brak zmiany granicy catkowania w catce /, daje w
rezultacie ten sam wynik co jest przypadkowa zbieznoscia z
prawdziwg wartoscia catki b. W

2
=e’ -1
0
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Przyktad 3

In2
= /xex2/2 dx.
0

Podstawiamy t = x?/2, skad dt = x dx. Poniewaz x zmienia sie
od 0 do In2, to t zmienia si¢ od 0 do (In?2) /2. Stad

(In22)/2
t t (n*2)/2 (In2 2)
I3 = / edt=c¢e ) = exp T—l ~ 0.2715371297141405.
0

\\'
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Przyktad — Maxima

(hi1)
(%01)
(hi2)
(%02)
(%i3)
(%03)
(%id)
(%04)
(%i5)
(%05)

integrate (x*exp(x°2/2), x);

he” (x72/2)

integrate(x*exp(x~2/2), x,0,1);

sqrt (%e) -1

integrate(x*exp(x~2/2), x,0,2);
%he~2-1

integrate(x*exp(x~2/2), x,0,log(2));
he” (log(2)~2/2)-1

% ,numer;

0.2715371297141405

\\'
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Przyktad — Maxima c.d.

1

/ex2/2 dx

-1

(%11) integrate(exp(x~2/2), x);

(%01) -(sqrt (Y%pi)*%hixert ((%ixx)/sqrt(2)))/sqrt(2)
(%12) integrate(exp(x~2/2), x,-1,1);

(%02) -sqrt(2)*sqrt (%pi)*%hi*xerf (%i/sqrt(2))

(%i3) % ,numer;

(%03) 2.389915323820455
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Inny przyktad — Maxima

X/cos(x)

‘/* X dx = 0.
CoSs X

-1

(%11) integrate(x/cos(x), x);

(%o1) integrate(x/cos(x),x)

(%12) integrate(x/cos(x), x,-1,1);

(%ho2) 0 W
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Zamiana granic catkowania

Jezeli dolna granica catkowania jest wieksza od gornej, to z
definicji catki oznaczonej wynika wzor

/b F(x)dx = — / f(x) dx.

38/38



	Definicje i podstawowe własności
	Definicje
	Własności

	Metody całkowania
	Całkowanie przez części
	Całkowanie przez podstawienie


