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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje

Whtasnosci

Funkcja pierwotna

Niech f bedzie funkcja okreslona na przedziale (a, b), by¢ moze
nieskonczonym.

F jest funkcja pierwotng funkcji f, gdy F'(x) = f(x) dla kazdego
x € (a, b).

\\'
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje

Whtasnosci

Funkcja pierwotna

Niech f bedzie funkcja okreslona na przedziale (a, b), by¢ moze
nieskonczonym.

F jest funkcja pierwotng funkcji f, gdy F'(x) = f(x) dla kazdego
x € (a, b).

Twierdzenie

Jesli F i G sg funkcjami pierwotnymi dla funkcji f, to

F(x) = G(x) +c, ¢ = const.

Inaczej méwiac, funkcja pierwotna jest okre$lona z doktadnoscia do
stafej. @

2/37



Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Przyktady (1)

Oznaczenie: F (x) jest funkcja pierwotng funkgji £ (x).

f(x) =cosx, F(x)=sinx+c.

f(x)=sinx, F(x)=—cosx+ c.

f(x)=¢€", F(x)=¢€e"+c.

f(x)=e™, F(x)=—-e"+c.

\\'
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Przyktady (2)

f(x):%, S

Uzasadnienie:

In x gdy x > 0,
In|x| =
In(—x) gdy x <0.

Dziedzing funkgji In |x| jest R\ {0}.

1

— gdy x > 0,
X

-1

— gdy x < 0.
X

(Infx])" =

Do przemyslenial W\
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Catka nieoznaczona

Oznaczenie
/f(x) dx = F(x) +c,
gdy F'(x) = f(x).

\\'
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Catka nieoznaczona

Oznaczenie

/f(x) dx = F(x) + ¢,
gdy F'(x) = f(x).

Wyrazenie stojace po lewej stronie wzoru nazywa sie catka
nieoznaczong funkgcji f po zmiennej x.
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Catka nieoznaczona

Oznaczenie

/f(x) dx = F(x) + ¢,
gdy F'(x) = f(x).

Wyrazenie stojace po lewej stronie wzoru nazywa sie catka
nieoznaczong funkgcji f po zmiennej x.
Wzory:

/dF(x) = F(x) +c. \\'
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Catkowanie a rézniczkowanie

Catkowanie, to znajdowanie funkcji pierwotnej — problem odwrotny
do rézniczkowania.
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Catkowanie a rézniczkowanie

Catkowanie, to znajdowanie funkcji pierwotnej — problem odwrotny

do rézniczkowania.
n+1
n X
x"dx = ,
n+1

Przykfad.
XY/ 1
— (n+1)_17 = x"
<n+1> (n+1)x T

gdyz
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Rézniczka

Niech f — rézniczkowalna, y = f(x):

f(x) dx
df(X) f(x) dx

df (x) = :, dx.

\\'
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Rézniczka

Niech f — rézniczkowalna, y = f(x):

f(x) dx
df(X) f(x) dx

dy
df Y .
) =2
Przyrost wartosci funkgji:

Ay =f(x+ Ax) — f(x).

\\'
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Rézniczka

Niech f — rézniczkowalna, y = f(x):

f(x) dx
df(X) f(x) dx

dy
df Y .
)=
Przyrost wartosci funkgji:
Ay =f(x+ Ax) — f(x).

Przyblizenie:
Ay ~ f'(x) Ax.
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Rézniczka

Niech f — rézniczkowalna, y = f(x):
f(x) dx
df(X) f(x) dx
dy
f
df (x) = o Y hx.

Przyrost wartosci funkgji:
Ay =f(x+ Ax) — f(x).

Przyblizenie:
Ay ~ f'(x) Ax.
Przypomnienie:

iy = W
! _
o) = Jim, Ax
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Definicje i podstawowe wtasnosci

Wybrane catki

Definicje
Whtasnosci

Funkcja f (x)

Catka [ f(x)dx

0
x? a# —1
COS X
sin x
1
cos? x

C
Xa+1

a+1
sinx + ¢
—COSX + C

+c

tgx +c¢

In|x| + ¢
e+ c

arcsinx + ¢

arctgx + ¢
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Istnienie catki nieoznaczone]

Twierdzenie
Niech f ma funkcje pierwotna w (a, b), xo € (a, b). Wtedy istnieje
tylko jedna funkcja pierwotna F taka, ze F(xp) = yo.
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Istnienie catki nieoznaczone]

Twierdzenie
Niech f ma funkcje pierwotna w (a, b), xo € (a, b). Wtedy istnieje
tylko jedna funkcja pierwotna F taka, ze F(xp) = yo.

Twierdzenie

Kazda funkcja ciagfa w przedziale (a, b) ma w tym przedziale
funkcje pierwotna.
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Suma i mnozenie przez staty

Zaktadamy dalej, ze funkcje f i g s3 ciagte.

/(f(X) + g(x)) dx :/f(x) dx+/g(x) dx.

/af(x)dx:a/f(x)dx.

\\'
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Suma i mnozenie przez staty

Zaktadamy dalej, ze funkcje f i g s3 ciagte.

/(f(X) + g(x)) dx :/f(x) dx+/g(x) dx.

/af(x)dx:a/f(x)dx.

Ostrzezenie!

Nie istnieje wzdr na catke iloczynu funkgji.

\\'
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Mnozenie argumentu przez stata

Niech
F(X):/f(x)dx
Poniewaz of ()
ax)
b af’ (ax),
to

\\'
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Przzyktad (1)

/ex/2 dx = 2e*/2 1 ¢.
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Przzyktad (1)

/ex/2 dx = 2e*/2 1 ¢.

1
/sin (2x) dx = 5 Cos (2x) + c.

\\'
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Definicje i podstawowe wtasnosci

Definicje

Przzyktad (1)

/ex/2 dx = 2e*/2 1 ¢.

1
/sin (2x) dx = 5 Cos (2x) + c.

/Hf"zz

/2 Ix garctg (x/2) + c =4arctg(x/2).

\\'
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Przzyktad (2)

1 1
/?,XdX:3|n3X|+C.

\\'
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Przzyktad (2)

1 1
/?,XdX:3|n3X|+C.

1 1
u/"cb<-—u/"dk'::ln|x|—% c.
X 3

\\'
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Definicje i podstawowe wtasnosci Definicje
Whtasnosci

Przzyktad (2)

1 1
/?,XdX:3|n3X|+C.

/ / dx—fln|x|+c

In|3x| + c=In3+In|x|+c=In|x|+ = ' =3+c.

\\'
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Przypomnienie — pochodna iloczynu

(F(x)g (x)) =f'(x)g(x) +f(x) g (x).
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Przypomnienie — pochodna iloczynu

(F(x)eg(x) =Ff(x)g(x)+f(x)eg (x).
Whiosek:

F(g0) = [ (F (g () + ()¢ () dx

/f/ (x) g (x dx+/f
%
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Wzér na catkowanie przez czesci

Twierdzenie

Jesli f' i g’ — ciaggte, to

czyli

albo

/ydz:yz—/zdy.

\\'
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Przyktad 1

/Inxdx:/x’lnxdx

:xlnx—/x(lnx)ldx

:xlnx—/xldx
X
:xlnx/dx

=xlhx—x+c¢

=x(Inx—1)+c.
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Przyktad 2
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Przyktad 3 (1)

/(sin x) (cos x) dx = /(sin x) (sin x)" dx
:sinzx—/(cosx) (sin x) dx

\\'
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Przyktad 3 (1)

/(sin x) (cos x) dx = /(sin x) (sin x)" dx
:sinzx—/(cosx) (sin x) dx

2 / (sin x) (cos x) dx = sin® x + c,

\\'
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Przyktad 3 (1)

/(sin x) (cos x) dx = /(sin x) (sin x)" dx
:sinzx—/(cosx) (sin x) dx

2 / (sin x) (cos x) dx = sin® x + c,

czyli

sin x

/(sinx) (cosx) dx = > te

\\'
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Przyktad 3 (2)

Obliczenia Maxima:

(%i1) integrate((sin(x))*(cos(x)), x);
(%01) -cos(x)"2/2

czyli

COS2 X

/(sin x) (cosx) dx = —

Czy cos$ poszto nie tak?
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Przyktad 3 (3)

Stata c jest dowolna, wiec zmienimy ja na ¢/ = c—1/2.

sin? x 1

/(sinx)(cosx)dx: >t 5

ale
sin
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Przyktad 3 (3)

Stata c jest dowolna, wiec zmienimy ja na ¢/ = c—1/2.

sin? x 1

/(sinx)(cosx)dx: >t 5

ale )
sincx 1 cos? x

2 2 2

Wszystko sie zgadza, bo sin® x + cos? x = 1.
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Przyktad 4

. ;7 . .
/exsmxdx:/(ex) smxdx:exsmx—/excosxdx.
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Przyktad 4

. ;7 . .
/exsmxdx:/(ex) smxdx:exsmx—/excosxdx.

/ .
/excosxdx:/(ex) cosxdx:excosx—i-/exsmxdx.
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Przyktad 4

. ;7 . .
/exsmxdx:/(ex) smxdx:exsmx—/excosxdx.

/ .
/excosxdx:/(ex) cosxdx:excosx—i-/exsmxdx.

/exsinxdx:eXsinx—eXcosx—/eXsinxdx.

. e* (sin x — cos x
/exsmxdx: ( 5 )
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Wzér na catkowanie przez podstawianie

Twierdzenie

Wzér na catkowanie przez podstawianie

ettt ox= [ et)dy,

/zdydx—/zdy.
dx

gdzie y = f(x), czyli
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Najprostsze podstawienia

1
/g(aX) dx =~ /g(y) dy, y=ax, dy=adx,

/f(a.{.x)dx:/f(y)dy’ y=a-+x, dy:dX

\\'
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Najprostsze podstawienia

1
/g(aX) dx =~ /g(y) dy, y=ax, dy=adx,

/f(a.{.x)dx:/f(y)dy’ y=a-+x, dy:dX

Podstawiajac t = f (x), dt = ' (x) dx otrzymujemy

/i,((j)) dx:/cf — R[] @

\\'
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Przyktad catkowania przez podstawianie

Obliczmy catke

I(x) = / xe*’ dx.
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Przyktad catkowania przez podstawianie

Obliczmy catke
I(x)= /xex2 dx.
Poniewaz (xz)/ = 2x, to catke | mozna przedstawi¢ w postaci

1
I(x) = 5 /2Xex2 dx

i dokona¢ podstawienia t = x?.

24 /37



Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Przyktad catkowania przez podstawianie

Obliczmy catke
I(x)= /xex2 dx.

Poniewaz (xz)/ = 2x, to catke | mozna przedstawi¢ w postaci

1
I(x) = 5 /2Xex2 dx

i dokona¢ podstawienia t = x?. Wtedy dt = 2x dx skad

1
I(x):2/etdt:et+c.

\\'
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Przyktad catkowania przez podstawianie

Obliczmy catke
I(x)= /xex2 dx.

Poniewaz (xz)/ = 2x, to catke | mozna przedstawi¢ w postaci

1
I(x) = 5 /2Xex2 dx

i dokona¢ podstawienia t = x?. Wtedy dt = 2x dx skad

1
I(x):2/etdt:et+c.

Wracajac do starych zmiennych otrzymujemy

I(x)= %exz +c.
\\'
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Przyktad catkowania przez podstawianie

Obliczmy catke
I(x)= /xex2 dx.

Poniewaz (xz)/ = 2x, to catke | mozna przedstawi¢ w postaci

1
I(x) = 5 /2Xex2 dx

i dokona¢ podstawienia t = x?. Wtedy dt = 2x dx skad
1
I(x):2/etdt:et+c.
Wracajac do starych zmiennych otrzymujemy

1
I (x) = §eX2 + c.

Sprawdzenie przez rézniczkowanie funkcji ztozonej e W

1 2\ 2
(ex> = xe* .
2 24 /37



Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Przyktad catkowania przez podstawianie c.d.

Podobnej na pozér catki

® (x) —/ex2 dx

nie da sie w ten sposéb obliczy¢.

Co wiecej, tak okreslona funkcja @ (x), majaca olbrzymie znaczenie
w statystyce, nie jest funkcja elementarna.
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Przyktad (1)

Niech t (x) = x, (t jak ,tozsamo$¢”, czyli ,identycznos¢”).
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Przyktad (1)

Niech t (x) = x, (t jak ,tozsamo$¢”, czyli ,identycznos¢”).

/ (i) (eee) e = / (e (o)

Podstawiamy:
y =sinx, y' = cosx.
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Przyktad (1)

Niech t (x) = x, (t jak ,tozsamo$¢”, czyli ,identycznos¢”).

/ (i) (eee) e = / (e (o)

Podstawiamy:
y =sinx, y' = cosx.

/t(sinx)(cosx)dx:/ydy:yz+C:S|n X, .

26 /37



Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Przyktad (2)

Niech t (x) = x, (t jak ,tozsamo$¢”, czyli ,identycznos¢”).
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Przyktad (2)

Niech t (x) = x, (t jak ,tozsamo$¢”, czyli ,identycznos¢”).

/(sin x) (cos x) dx:/t(cosx) (sin x) dx

Podstawiamy:
y =cosx, y = —sinx.
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Przyktad (2)

Niech t (x) = x, (t jak ,tozsamo$¢”, czyli ,identycznos¢”).

/(sin x) (cos x) dx:/t(cosx) (sin x) dx

Podstawiamy:
y =cosx, y = —sinx.

y2 2
/t(sinx)(cosx)dx:—/ydy:—2—|—c’:— >
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Przyktfad (3)
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Przyktfad (3)

sin? x n cos? x 0
t==
2 2
sin? x o cos? x p
= =
2 2
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Przyktfad (3)

sin? x P 7cos2x C,

2 2 ‘
sin2x+coszx_ .
2 2 '

1 p . +1
—=c = P =c4 =
2 2

28 /37



Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Licznik pochodng mianownika

Obliczamy catke postaci

[ 79

czyli catke, gdy licznik jest pochodng mianownika.
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Licznik pochodng mianownika

Obliczamy catke postaci

f‘/
/ (x) o,
f(x)
czyli catke, gdy licznik jest pochodng mianownika.
Podstawienie t = f (x), wiec dt = ' (x) dx

\\'
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Licznik pochodng mianownika

Obliczamy catke postaci

f‘/
/ (x) o,
f(x)
czyli catke, gdy licznik jest pochodng mianownika.

Podstawienie t = f (x), wiec dt = ' (x) dx
Witedy

f/(X) = E =1In = 1n X
/f(x) dx—/tdt_l I+ C = In|f (x)] + C.

\\'
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Licznik pochodng mianownika — przyktad (1)

2x + 3 (x> +3x+5)' )
/x2—|—3x+5dx / 2 3x15 dx n(X +3x+5)+C

\\'
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Licznik pochodng mianownika — przyktad (1)

2x + 3 (x> +3x+5)' )
/x2—|—3x+5dx / 2 3x15 dx n(X +3X—|—5)+C

Uwaga. Mozna napisac In (X2 +3x + 5) zamiast In|x? + 3x + 5/,
gdyz x> +3x+5>0, A=9—-4-1-5=-11<0:

XA243¥X45

L L L L L i L -
-3 -2.5 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 \\
x
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Licznik pochodng mianownika — przyktad (2)

. /
/tgxdx:/smxdx:/(Cosx)dx:—ln|cosxl—|—C.

COsS X COS X

31/37



Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Licznik pochodng mianownika — przyktad (2)

. /
/tgxdx:/smxdx:/(Cosx)dx:—ln|cosxl—|—C.

COsS X COS X

. /
/Ctgde:/c?sde:/(5|.nx) dx = In|sinx| + C.
SIin X SIin X
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Podstawianie — trudniejszy przyktad

Obliczymy catke
| = / (cos3 x) Vsin x dx.

Najpierw przeksztatcimy funkcje podcatkowa do wygodniejszej
postaci

(cos® x) V/sin x = (cos® x) (cos x) V'sin x = (1 — sin® x) (cos x) V/sin x.
Teraz podstawimy t = sin x, dt = cos x dx, skad
1/2 5/2 230 275
(1-t)Vtdt= [ t/2dt— [ ¢ dt:§t — P
_Z
3

7
(sinx)¥/? — ? (sin x)7/2 + C. W
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Catki funkcji wymiernych

Funkcja wymierna to wielomian dzielony przez wielomian:

gdzie Wy i W5 s3 wielomianami.

Catka z funkcji wymiernej jest zawsze funkcja elementarng —
Selwat, pkt. 11.3, str. 143.
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Catki funkcji wymiernych

Funkcja wymierna to wielomian dzielony przez wielomian:

gdzie Wy i W5 s3 wielomianami.

Catka z funkcji wymiernej jest zawsze funkcja elementarng —
Selwat, pkt. 11.3, str. 143.

W tym wyktadzie zagadnienie to zostanie pominiete, bo proste nie
jest.
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Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Catki funkcji wymiernych — Maxima

dx

/x3 +x>+2x+5
x2 —bx—3
221 In (ZX—W—E*

2x/37— ) 35|n(x2——5x——3) +_x2ﬁ—12x
21/37 2 2

(%i1) f(x):=(x"3+x"2+2*x+5)/(x"2-5*x-3) ;

(%01) f(x):=(x"3+x"2+2*x+5)/(x~2-5*%x-3)

(%12) integrate(f(x), x);

(ho2) (221*log((2*x-sqrt(37)-5)/(2*xx+sqrt(37)-5)))/
(2xsqrt (37) ) +(35*%Llog(x"2-5*x-3) ) /2+(x"2+12%x) /2

\\'
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Catki, ktére nie sa funkcjami elementarnymi (1)

Metody catkowania

%eN-x"2

35/37



Catkowanie przez czesci
Metody catkowania Catkowanie przez podstawienie

Catki, ktére nie sa funkcjami elementarnymi (2)

sin(x)/x
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Catki, ktére nie sa funkcjami elementarnymi (3)

(%11) integrate(exp(-x~2), x);
(%01) (sqrt(hpi)*erf(x))/2

/e—xde:W+C

Funkcja erf (x) — funkcja btedu (error function).

(%12) integrate(sin(x)/x, x);
(%02) -(%i*gamma_incomplete(0,%i*x)
-%i*gamma_incomplete(0,-%i*x))/2

\\'
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