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Szeregi funkcyjne Zbieznos$¢
Wozory Taylora i MacLaurina

Zbieznos¢ ciggdéw funkcji

Ciag funkcji f, (x) jest zbiezny do funkgji f (x) jesli dla kazdego
xo € X C Dy,
|i_)m fn (Xo) =f (Xo) o

Przyktad. Dla x > —1:

0, dla-1<x<l,

lim x"={1, dlax=1,
n—oo

oo, dlax>1.
Nie istnieje lim x" dla x < —1.
n—oo
\\
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Szeregi funkcyjne Zbieznos$¢
Wozory Taylora i MacLaurina

Przyktad x" (1)
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Szeregi funkcyjne Zbieznos$¢
Wozory Taylora i MacLaurina

Przyktad x" (2)

n = 10,15, 20.
T T T
1F xMO0 —— 1
x~5 ——
x"20
0.5 |
0 -
-0.5 i
_1 - -
1 1 1
-1 -0.5 0 0.5 1
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Szeregi funkcyjne

Przyktad x" (3)

n = 50, 100.

Zbieznosé

Wozory Taylora i MacLaurina

1
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T
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Szeregi funkcyjne Zbieznos$¢
Wozory Taylora i MacLaurina

Zbieznos¢ ciggdéw funkcji

Ciag fn (x) jest zbiezny do funkgji f (x) dla n — oo:

AAV N\ IfLE-f)]<e

x >0 k n>k

\\'
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Szeregi funkcyjne Zbieznos$¢
Wozory Taylora i MacLaurina

Zbieznos¢ ciggdéw funkcji

Ciag fn (x) jest zbiezny do funkgji f (x) dla n — oo:

AAV N\ IfLE-f)]<e

x e>0 k n>k

Ciag fy (x) jest jednostajnie zbiezny do funkcji f (x) dla n — oo:

AVANA () - F(x)] <e.

e>0 k x n>k

\\'
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Szeregi funkcyjne Zbieznos$¢
Wozory Taylora i MacLaurina

Przyktad jednostajnej zbieznosci (1)

fo(x) = x + 0 (:”X) . n=10.
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Szeregi funkcyjne Zbieznos$¢
Wozory Taylora i MacLaurina

Przyktad jednostajnej zbieznosci (2)

n
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Szeregi funkcyjne Zbieznos$¢
Wozory Taylora i MacLaurina

Zbieznos¢ funkcji — ciggtosc i rézniczkowalnosé

Twierdzenie

Ciag funkcji ciagtych f, (x) jest zbiezny do funkcji ciagtej f (x),
jesli jest zbiezny jednostajnie.
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Szeregi funkcyjne Zbieznos$¢
Wozory Taylora i MacLaurina

Zbieznos¢ funkcji — ciggtosc i rézniczkowalnosé

Twierdzenie

Ciag funkcji ciagtych f, (x) jest zbiezny do funkcji ciagtej f (x),
jesli jest zbiezny jednostajnie.

Twierdzenie

Ciag pochodnych f, (x) funkcji rézniczkowalnych f, (x) jest zbiezny
do pochodnej f' (x) funkgji rézniczkowalnej f (x), jesli zbiezny
Jednostajnie jest zaréwno ciag f, (x), jak i f) (x):

(Iim fn (x))lz lim £ (x).

n—oo n—o0

\\'
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Szeregi funkcyjne Zbieznos$¢
Wozory Taylora i MacLaurina

Przyktad: funkcja e~

Niech

11/44



Szeregi funkcyjne Zbieznos$¢
Wozory Taylora i MacLaurina

Przyktad: funkcja e~

Niech

Ciag pochodnych:

109 (4 2)) =n (142

\\'
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Szeregi funkcyjne Zbieznos$¢
Wozory Taylora i MacLaurina

Szeregi funkcyjne — zbiezno$¢ jednostajna

Szereg jest jednostajnie zbiezny, gdy jego ciagg sum czesciowych
jest jednostajnie zbiezny.

Jesli szereg funkcji ciagtych jest jednostajnie zbiezny, to jego suma
Jest funkcja ciagfa.
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Szeregi funkcyjne Zbieznos$¢
Wozory Taylora i MacLaurina

Szeregi funkcyjne — zbiezno$¢ jednostajna

Szereg jest jednostajnie zbiezny, gdy jego ciag sum czeéciowych
jest jednostajnie zbiezny.

Jesli szereg funkcji ciagtych jest jednostajnie zbiezny, to jego suma
Jest funkcja ciagfa.

Jesli szereg funkcji rézniczkowalnych jest jednostajnie zbiezny i
szereg pochodnych tez jest jednostajnie zbiezny, to suma szeregu
pochodnych jest pochodng sumy szeregu funkcji:
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Szeregi funkcyjne Zbieznos¢
Wozory Taylora i MacLaurina

Wzér Taylora

Twierdzenie

Jeslin=0,1,2,..., a funkcja f jest n-krotnie rézniczkowalna, dla
pewnego otoczenia punktu xy, czyli tzn. (xo — 9, xp + 0), to dla
kazdego x € (xop — 0, %o + 0) istnieje punkt ¢ pomiedzy xq i x taki,

ze
f(x) =f (xo0) + i 5)!(0) (x —x0) + f”2(;<0) (x —x0)> + ...
F("=1) (x) i1, F7(c) n
= (n—l)? (x — x0)™ . X —Xp)

\\'
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Szeregi funkcyjne Zbieznos¢
Wozory Taylora i MacLaurina

Wielomian Taylora

\\'

14 /44



Szeregi funkcyjne Zbieznos¢
Wozory Taylora i MacLaurina

Wzér MacLaurina

Wzér Maclaurina to wzér Taylora dla xp = 0:

f1(0) ., f"(0) »

f(x)=f(0)+ 1 X+ TR +
RO R
+ (n—1)! <ot n

dla pewnego x pomiedzy 0 a x.

\\'
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Rozwinigcia funkcji
Szeregi potegowe Przyktady

Twierdzenie Taylora

Twierdzenie

Niech f bedzie rézniczkowalna n-krotnie w (a, b), h = b — a.
Woéwczas

F(b) =f(a) + bi 2f1(a) + (b 2!‘9)2 F'(a) + . ..
(?n_ —3)1;1 F"(a) + R,

gdzie R, jest reszta.

_l’_

\\'
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Rozwinigcia funkcji
Szeregi potegowe Przyktady

Postacie reszt

Reszta w postaci Lagrange'a:

Reszta w postaci Cauchy’'ego:

_ hn(l . 9/)n—1

R, = £(n) 'h).
("= 1) (a+0'h)

\\'
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Rozwinigcia funkcji
Szeregi potegowe Przyktady

Twierdzenie Maclaurina

Podstawiajagc a = 0, b = x otrzymujemy:

Twierdzenie
Niech f rézniczkowalna n-krotnie w (0, x). Wtedy

Xn—l

(n—1)!

Fx) = F(0) + 3;F(0) ++ -+ FD(0) + Ry, (1)

gdzie R, jest reszta.

\\'
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Rozwinigcia funkcji
Szeregi potegowe Przyktady

Postacie reszt

Reszta w postaci Lagrange'a:

_ X4
R, = o A7 (6x).
Reszta w postaci Cauchy'ego:
n1_g n—1
Ry = L0 g1,

(n—1)!

\\'

19/44



Rozwinigcia funkcji
Szeregi potegowe Przyktady

Prosty przykfad

Niech f (x) = e*.
Stosujac twierdzenie Maclaurina dla n = 2 otrzymujemy
f'(x) =f"(x)=¢€*, f(0) =f"(0) =1. Stad

2
eX:1+x+X7e9X.

Poniewaz %eex > 0, to otrzymujemy nieréwnos¢ e* > 1 + x

\\'
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Rozwinigcia funkcji
Szeregi potegowe Przyktady

Prosty przyktad — wykres
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Rozwinigcia funkcji
Szeregi potegowe Przyktady

Przyblizenie sinusa

Przyblizona warto$¢ sin x dla x = 7/30 (czyli dla 6°) ze wzoru
Maclaurina.
Jeslin =4, to

3 3

X
=x——+ R = — +R
sinx = x 3|+ 4 = X+6+ 4,
Reszta w postaci Lagrange'a:
4 4
Ry = %sm(@x) < ;—
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Rozwinigcia funkcji
Szeregi potegowe Przyktady

Przyblizenie sinusa

Przyblizona warto$¢ sin x dla x = 7/30 (czyli dla 6°) ze wzoru
Maclaurina.
Jeslin =4, to

3 3

X X
NX=x——+R=x4+—4+R
sinx = x 3!+4 X+6+ 4,
Reszta w postaci Lagrange'a:
x* x4
R4 = ﬂsm(ex) < ﬂ

Dla x = 7/30: Ry < (7/30)° /24 < 10~° czyli z doktadnoscia do
co najmniej 5 miejsc dziesietnych.

Dla m ~ 3.14159265 otrzymujemy sin (7/30) ~ 0.1045, czyli
warto$¢ odczytang z tablic czterocyfrowych lub obliczona
komputerowo (Maxima):

sin (/30) = 0.1045284632676535

\\'
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Rozwinigcia funkcji
Szeregi potegowe Przyktady

Szereg potegowy

Szereg ten jest zbiezny przynajmniej dla x = 0, a moze tez by¢
zbiezny dla argumentéw z wigkszego zbioru postaci (—r, r) — nawet
dla wszystkich x € R.

Przedstawienie funkcji f (x) w tej postaci nazywa sie rozwinieciem
funkgji f (x) w szereg potegowy.
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Rozwinigcia funkcji
Szeregi potegowe Przyktady

Promien zbieznosci (1)

Dla szeregu potegowego
(0.0
>
k=0

okresla sie promien zbieznosci r wzorem:

1
r= -
g a
limg o0 l;k
lub
1

r= —moo—o—o—oonn.
limy o0 v/|ak]
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Rozwinigcia funkcji
Szeregi potegowe Przyktady

Promien zbieznosci (2)

Twierdzenie
Szereg potegowy

()
>
k=0

Jest dla x € (—r, r) zbiezny jednostajnie.
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Szeregi potegowe

Rozwiniecia funkcji
Przyktady

Wybrane rozwiniecia

Funkcja Rozwiniecie r

N 1 x> X3

e +1| +7+§+ - | oo

. X3 xP

sin x X ﬁ—l—ﬁ o0
x> x4

Cos X I_E_H_ 00
x? X3

In(1 -+ = - 1

n(l+x) | x 2+3
1 2

tg x X+§X3+EX5+ /2

\\'
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Rozwiniecia funkcji
Szeregi potegowe Przyktady

Sinus dla x € (—m, )
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Rozwiniecia funkcji
Szeregi potegowe Przyktady

Sinus dla x € (—2m, 27)

x> xP

SINX =~ X — §T +»47.

T T T
XA5/120-x73/6+x
6 sin(x)
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Rozwiniecia funkcji
Szeregi potegowe Przyktady

Sinus dla x € (—2m, 27)

T T T T
(-x\7/5040)+x"5/120-x"3/6+x
sin(x)
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Rozwiniecia funkcji
Szeregi potegowe Przyktady

Logarytm — promien zbieznosci

2 3

|n(1+X)=X—X2_|-);_...:Z(_1)X

30/44



Rozwiniecia funkcji
Szeregi potegowe Przyktady

Logarytm — promien zbieznosci

x2 X3 s ( 1)k+1 xk
In(l—{—X):X—?—F?— :Z k
k=1
B ( 1)k+1
ag P
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Rozwiniecia funkcji
Szeregi potegowe Przyktady

Logarytm — promien zbieznosci

x2 X3 s ( 1)k+1 xk
In(l—{—X):X—?—F?— :Z k
k=1
B ( 1)k+1
ag P
lim |26 — 1,
k—oo | ak

30/44



Rozwiniecia funkcji
Szeregi potegowe Przyktady

Logarytm — promien zbieznosci

x2 X3 s ( 1)k+1 xk
In(l—{—X):X—?—F?— :Z k
k=1
B ( 1)k+1
ag P
lim |26 — 1,
k—oo | ak

Whiosek: r = 1.
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Rozwiniecia funkcji
Szeregi potegowe Przyktady

Logarytm dla x € (—0.5,0.5)

x> x3

In(1 NX— —+ —
n(l+x)~x 2+3

T T
0.4 - : X"3/3-x"2/2+x
log(x+1)
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Rozwiniecia funkcji
Szeregi potegowe Przyktady

Logarytm dla x € (—0.8,0.8)

x> x3

In(1 NX— —+ —
n(l+x)~x 2+3

T T
: X"3/3-x"2/2+x
0.5 log(x+1 i

08 06 04 -02 0 02 04 06 08 W
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Rozwiniecia funkcji
Szeregi potegowe Przyktady

Logarytm dla x € (—0.8,0.8)

x> x3 x4

In(1 NX——+ — — —
n(l+x)~x 2+3 2

T T T T
© (XN 4)+xN3[3-xN2[ 24X
0.5 |

08 06 04 -02 0 02 04 06 08 W
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Rozwiniecia funkcji
Szeregi potegowe Przyktady

Logarytm (?) dla x € (—0.2,1.2)

2 3 4
X X X
In(1+x)~x——+— ——
( ) 2 3 4
0sF f ' (M) A3/ 24K =

log(x+1)

0.6

0.4

0.2

-0.2

-0.2 0 02 0.4 0.6 0.8 1 1.2 W
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Rozwiniecia funkcji
Szeregi potegowe Przyktady

Logarytm (?) dla x € (—0.2,1.8)

2 3 4
X X X
In(l+x)~x— =+ 5 — —
( ) 2 3 4
1 ' I (-x/‘4|/4)+x"3/3-x/‘2/2+lx
log(x+:
0.8
0.6
0.4
0.2
0
-0.2
-0.4
1 1 1 1
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Rozwiniecia funkcji
Szeregi potegowe Przyktady

Logarytm (?) dla x € (—0.2,1.8)

x> x3 XX

In(1 NX——+———+ —
n(l+x)~x 2+3 4+5

T T
XN5/5-XN4[44x33-xN2/ 2+x
3k log(x+1) /I
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Rozwiniecia funkcji
Szeregi potegowe Przyktady

X

Rozwiniecie e~

X X2 X3

e~lt =+ 5+ o7
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Rozwiniecia funkcji
Szeregi potegowe Przyktady

X

Rozwiniecie e~

2 3
Xl XX X
TR TIRNT
Podstawiamy:
X ¢ —x
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Rozwiniecie e

—X

Rozwiniecia funkcji

Szeregi potegowe Przyktady

Podstawiamy:

~1 X X2 X3
TR TR

X < —X
eile_i X72_X73
20 3l
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Rozwiniecia funkcji
Szeregi potegowe Przyktady

x2

Rozwiniecie e~

X X2 X3

e~lt =+ 5+ o7
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Rozwiniecia funkcji
Szeregi potegowe Przyktady

x2

Rozwiniecie e~

2 3
Xl XX X
TR TIRNT
Podstawiamy:
X — —x°

38/44



x2

Rozwiniecia funkcji

Szeregi potegowe Przyktady

Rozwiniecie e~

Podstawiamy:

2 3
X A 2N a8 s
e TR TIEY
X 4 —x2
-2 1 x2 x* x5
e ml-FH g
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Rozwiniecie sin x

Szeregi potegowe

iniecia

Przyktady

-0.5 -

Kolejne kroki przyblizenia sin x
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156.17.194.50/~kordeckiw/Matema/inne/Power.gif

Rozwiniecia funkcji
Szeregi potegowe Przyktady

Liczby Bernoulliego

Rozwiniecie w szereg Taylora funkcji:

x i B,x"
f(x)=¢e -1 = nl

1 x = 0.

dla x > 0,

Funkcja f (x) jest ciggta — w zerze jest ciggta prawostronnie:

. X
lim =1.
x—0t eX — 1

Jest rézniczkowalna — w zerze ma pochodng prawostronna.
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Rozwiniecia funkcji
Szeregi potegowe Przyktady

Liczby Bernoulliego

Rozwiniecie w szereg Taylora funkcji:

X >, B,x"

= I

f) = =1 >~ dax>o0
n=0

1 x = 0.

Funkcja f (x) jest ciggta — w zerze jest ciggta prawostronnie:

X

lim =1.

x—0t eX — 1

Jest rézniczkowalna — w zerze ma pochodng prawostronna.

Wspédtczynniki B, to liczby Bernoulliego.
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Rozwiniecia funkcji
Szeregi potegowe Przyktady

Wykres f (x)

X/(Yoe”x-1)
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Rozwiniecia funkcji
Szeregi potegowe Przyktady

Pochodne

n | £ (x) Bo
0 = 1
1| —&x=he+l _1
(17 ’
2 ((x—2)eX+x+2)e* 1
(1) 6
ex(xe2x—3ezx+4xex+x+3)
3] - (ex—1)* 0
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Rozwiniecia funkcji
Szeregi potegowe Przyktady

Pochodne

n | £ (x) Bo
0 = 1
1| —&x=he+l _1
(17 ’
2 ((x—2)eX+x+2)e* 1
(1) 6
ex(xe2x—3ezx+4xex+x+3)
3] - (ex—1)* 0

Liczby Bernoulliego: By = f (x) ‘

x=0
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Rozwiniecia funkcji
Szeregi potegowe Przyktady

Maszyna analityczna: Charles Babbage i Ada Lovelace

Maszyna analityczna Charlesa Babbage'a pozwalata na
wykorzystanie konstrukcji znanych z dzisiejszych jezykéw
programowania, takich jak petle, instrukcje warunkowe czy
przetwarzanie réwnolegte, byto wiec kompletne w sensie Turinga.
Co znamienne, maszyna analityczna — cho¢ nigdy nie
skonstruowana — byta pierwszym urzadzeniem, dla ktérego zostaty
napisane programy komputerowe.

Pierwszy z nich, autorstwa (nie jest to pewne) Ady Lovelace, miat
obliczaé liczby Bernoulliego.

https://servecom.pl/blog/
ada-lovelace-pierwsza-programistka/

Zrédto: Wikipedia
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Rozwiniecia funkcj
Szeregi potegowe Przyktady

Program — liczby Bernoulliego

Digrem for the compat ull. See Nore G,

Tore il  repriom f i o b prostp-ave.

S L

W m s 1 4 Ve e

=3

ELRTA U
|,
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