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Rodzaje catek niewtasciwych Catki w przedziatach nieskoriczonych
Catki w przedziatach skonczonych

Definicja

Catka niewtasciwa w przedziale nieskoriczonym (a, co) funkcji f (x)

to granica:
o0 t
/f(x)dxztll)rgo/f(x)dx
a a

o ile ta granica istnigje.
Jesli ta granica nie istnieje, to catka jest rozbiezna.
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Rodzaje catek niewtasciwych Catki w przedziatach nieskoriczonych
Catki w przedziatach skonczonych

Definicja

Catka niewtasciwa w przedziale nieskoriczonym (a, co) funkcji f (x)

to granica:
o0 t
/f(x)dxztll)rgo/f(x)dx
a a

o ile ta granica istnigje.
Jesli ta granica nie istnieje, to catka jest rozbiezna.

Jest to catka niewtasciwa pierwszego rodzaju.
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Rodzaje catek niewtasciwych Catki w przedziatach nieskoriczonych
Catki w przedziatach skonczonych

Definicja c.d.

Niech o bedzie dowolng liczba, tzn. —oc0 < a < .

?f(x)dx: / f(x)dx—l—]of(x)dx,

—0o0 —00 a

o ile istniejg obie catki po prawej stronie réwnania.
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Rodzaje catek niewtasciwych Catki w przedziatach nieskoriczonych
Catki w przedziatach skonczonych

Przyktad (1)
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Rodzaje catek niewtasciwych Catki w przedziatach nieskoriczonych
Catki w przedziatach skonczonych

Przyktad (1)

Jedli a < —1, to

(e.9]

/xo‘dx: -1 ,
a+1

1

natomiast dla a > —1 catka jest rozbiezna.
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Rodzaje catek niewtasciwych Catki w przedziatach nieskoriczonych
Catki w przedziatach skonczonych

Przyktad (1)

t tOl+1
/xo‘dx: a—i—l_l dla o # —1,
1 Int dla a = —1.
Jedli a < —1, to
yi 1
/xo‘dx: ,
a—+1
1

natomiast dla a > —1 catka jest rozbiezna.
Przyktad do przyktadu (1):

00
1
2 —
1
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Rodzaje catek niewtasciwych Catki w przedziatach nieskoriczonych
Catki w przedziatach skonczonych

Przyktad (2)
Niech A > 0.
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Rodzaje catek niewtasciwych Catki w przedziatach nieskoriczonych
Catki w przedziatach skonczonych

Przyktad (2)
Niech A > 0.

t

/)\e_’\xdx

0
[ podstawienie z = —Ax, dz = —Adx ]
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Rodzaje catek niewtasciwych Catki w przedziatach nieskoriczonych
Catki w przedziatach skonczonych

Przyktad (2)
Niech A > 0.

t
/)\e_’\xdx
0

[ podstawienie z = —Ax, dz = —Adx ]

—At

Z—/ezdz:—ez

0

—At
=—eMt+11,

0

dla t — oco.
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Rodzaje catek niewtasciwych Catki w przedziatach nieskoriczonych
Catki w przedziatach skonczonych

Przyktad (2)
Niech A > 0.

t
/)\e_’\xdx
0

[ podstawienie z = —Ax, dz = —Adx ]

—\t
At
:—/ezdz:—ezo =—eM411,
0
dla t — oo.
Whiosek: dla dowolnego A > 0
e Mdx = 1. )
0/ \\
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Rodzaje catek niewtasciwych Catki w przedziatach nieskoriczonych
Catki w przedziatach skonczonych

Przyktfad (3)

Niech A > 0. Obliczamy
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Rodzaje catek niewtasciwych Catki w przedziatach nieskoriczonych
Catki w przedziatach skonczonych

Przyktfad (3)

Niech A > 0. Obliczamy

Przez czesci

/xke)‘xdx = /x (—e*/\x)/dx = —xe M — /x’ (—e*)‘x)
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Rodzaje catek niewtasciwych Catki w przedziatach nieskoriczonych
Catki w przedziatach skonczonych

Przyktfad (3)

Niech A > 0. Obliczamy

Przez czesci

/xke)‘xdx = /x (—e*/\x)/dx = —xe M — /x’ (—e*)‘x)

—Ax
A A €
= —xe 5y
n —AX 0o 1
/x/\e)‘xdx = —xe M — € 5y =5
g 2 W
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Rodzaje catek niewtasciwych Catki w przedziatach nieskoriczonych
Catki w przedziatach skonczonych

Przyktad (4)

Obliczamy

/ xe " dx.

—00
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Rodzaje catek niewtasciwych Catki w przedziatach nieskoriczonych
Catki w przedziatach skonczonych

Przyktad (4)

Obliczamy

o0

/ xe " dx.

—00

Wiadomo (wyktad 2), ze

1
/xex2 dx = Eex2 + c.

7/30



Rodzaje catek niewtasciwych Catki w przedziatach nieskoriczonych
Catki w przedziatach skonczonych

Przyktad (4)

Obliczamy

o0

/ xe " dx.

—00

Wiadomo (wyktad 2), ze

1
/xex2 dx = Eex2 + c.

Stad
—s B 17200
/xexdx:—ex =0-0=0
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Rodzaje catek niewtasciwych Catki w przedziatach nieskoriczonych
Catki w przedziatach skonczonych

Przyktfad (5)
Obliczamy

o
/ dx
14 x2°
—0oQ
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Rodzaje catek niewtasciwych Catki w przedziatach nieskoriczonych
Catki w przedziatach skonczonych

Przyktfad (5)

Obliczamy
/ dx
1+x2°

Poniewaz catka nieoznaczona

1
/ dx = arctg x + ¢,

14+ x2
to
T "o
v ™
- _dx=12 - _dx=2Z.
/1+X2X 2’ /1+X2X 2
0 —00
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Rodzaje catek niewtasciwych Catki w przedziatach nieskoriczonych
Catki w przedziatach skonczonych

Przyktfad (5)

Obliczamy
/ dx
1+x2°

Poniewaz catka nieoznaczona

1
/ 5> dx = arctgx + c,

14+ x
to
T "o
v ™
— dx=— — dx=—.
/1+x2 =9 /1+x2 “= 2
0 —00
Whiosek:
o0
dx B
T+x2 \\'
—0o0
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Rodzaje catek niewtasciwych Catki w przedziatach nieskoriczonych
Catki w przedziatach skonczonych

Przyktad (6)

Prébujemy obliczy¢ catke

(o)

/ 2x dx
14 x2°

— 00
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Rodzaje catek niewtasciwych Catki w przedziatach nieskoriczonych
Catki w przedziatach skonczonych

Przyktad (6)

Prébujemy obliczy¢ catke
o
u/" 2x dx
14+ x2°
—0o0

Catka nieoznaczona

2x dx
/1+X2:|n(1+X2)—|—C.
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Rodzaje catek niewtasciwych Catki w przedziatach nieskoriczonych
Catki w przedziatach skonczonych

Przyktad (6)

Prébujemy obliczy¢ catke
o
/ 2x dx
14+ x2°
—0o0

Catka nieoznaczona

/ s =In (1+x2)+c.

T+
Co prawda
i 2x d.
X ax t
/1+X2:|n(1+x2) _t:In(1+t2)—|n(1+t2):0,
- W
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Rodzaje catek niewtasciwych Catki w przedziatach nieskoriczonych
Catki w przedziatach skonczonych

Przyktad (6) c.d.

Nie istnieja jednakze catki (sa rozbiezne)

bo In (1 + %) — oo dla t — +oc.
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Rodzaje catek niewtasciwych Catki w przedziatach nieskoriczonych
Catki w przedziatach skonczonych

Przyktad (6) c.d.

Nie istnieja jednakze catki (sa rozbiezne)

bo In (1 + %) — oo dla t — +oc.
Whiosek: catka

o0

/ 2x dx
14 x2°
— o0

nie istnieje (jest rozbiezna).
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Rodzaje catek niewtasciwych Catki w przedziatach nieskoriczonych
Catki w przedziatach skoriczonych

Definicja

Zatézmy, ze |f (x)| < M okreslona jest w przedziale [a, t), t < b,
dla pewnego M, czyli jest w tym przedziale skoficzona oraz ze
istnieje catka

t
/f (x) dx
a
Zatézmy dalej, ze
lim f (x) = +o0.
x—b
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Rodzaje catek niewtasciwych Catki w przedziatach nieskoriczonych
Catki w przedziatach skoriczonych

Definicja c.d.

Catka niewfasciwa w przedziale [a, b) to granica

b t

/f(x)dx:ginb/f(x)dx

a a

o ile ta granica istniegje.
Jedli ta granica nie istnieje, to catka jest rozbiezna.
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Rodzaje catek niewtasciwych Catki w przedziatach nieskoriczonych
Catki w przedziatach skoriczonych

Definicja c.d.

Catka niewfasciwa w przedziale [a, b) to granica

b t

/f(x)dx:ginb/f(x)dx

a a

o ile ta granica istniegje.

Jedli ta granica nie istnieje, to catka jest rozbiezna.

Analogicznie definiuje sie catke, gdy |f (x)| < M okreslona jest w
przedziale [t, b), t > a, dla pewnego M, czyli jest w tym przedziale
skonczona oraz ze istnieje catka

b
/ f (x) dx,
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Rodzaje catek niewtasciwych Catki w przedziatach nieskoriczonych
Catki w przedziatach skoriczonych

Przyktad (1)

1 ta+1
/xo‘dx: 1_a+1 dla a # —1,
4 —Int dla aa = —1.
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Rodzaje catek niewtasciwych Catki w przedziatach nieskoriczonych
Catki w przedziatach skoriczonych

Przyktad (1)

1 ta+1
/XadX: 1_0674-1 dla()é?é—l,
4 —Int dla a = —1.

Jedli a > —1, to
1

1
/XadX: )
a-+1

0

natomiast dla a < —1 catka jest rozbiezna.
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Rodzaje catek niewtasciwych Catki w przedziatach nieskoriczonych
Catki w przedziatach skoriczonych

Przyktad (2)

lim tgx = oo.

xX—7/2
Catka
w/2
/tgx dx
0
jest rozbiezna, bo
t
t
/tgxdx = —In|cosx]‘0 =Incost
0
bo Incost — —oco dla t — /2. W
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Przyktady
Obliczenia i zwigzek z szeregami Zbieznos¢ catek i szeregow

Obliczenie przez rozwiniecie w szereg

Chcemy obliczy¢ catke

b
/ f (x) dx,

ale funkcja pierwotna do f (x) nie jest elementarna albo jest trudna
do obliczenia.
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Przyktady
Obliczenia i zwigzek z szeregami Zbieznos¢ catek i szeregow

Obliczenie przez rozwiniecie w szereg

Chcemy obliczy¢ catke

b
/ f (x) dx,

ale funkcja pierwotna do f (x) nie jest elementarna albo jest trudna
do obliczenia.

Mozna ja rozwinaé w szereg Maclaurina w przedziale (—r, r):

f(x)= i anx".
n=0
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Przyktady
Obliczenia i zwigzek z szeregami Zbieznos¢ catek i szeregow

Obliczenie przez rozwiniecie w szereg c.d.

Witedy
b b oo
/f(x)dx:/Zanx”dx
a 3 n=0
= an n+1b = an bn+1 n+1
§n+1x a;n+l( =™
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Przyktady
Obliczenia i zwigzek z szeregami Zbieznos¢ catek i szeregow

Przyktad (1a)

Bardzo wazna catka

o o
/ e dx =2 / e dx = /7 = 1.772453850905516.
—00 0

\\'
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Przyktady
Obliczenia i zwigzek z szeregami Zbieznos¢ catek i szeregow

Przyktad (1a)

Bardzo wazna catka

o o
/ e dx =2 / e dx = /7 = 1.772453850905516.
—00 0
X n
X
=2
n=0

\\'
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Przyktady

Obliczenia i zwigzek z szeregami Zbieznos¢ catek i szeregow

Przyktad (1a)

Bardzo wazna catka

o0

o
/ e dx =2 / e dx = /7 = 1.772453850905516.
—00 0

X n

X

X __
¢ = Z n!
n=0
=

€ n!
n=0

\\'
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Przyktady

Obliczenia i zwigzek z szeregami Zbieznos¢ catek i szeregow

Przyktad (1a)

Bardzo wazna catka

o0

o
/ e dx =2 / e dx = /7 = 1.772453850905516.
—00 0
X n
X
e = Z nl
n=0
efx2 . (71),;)(2”

=0 n!

4 6 8

2 5 X X X

~ 1 _ I _
€ Xty T T ;

\\'
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Przyktady
Obliczenia i zwigzek z szeregami Zbieznos¢ catek i szeregow

Przyktad (1b)

Catkujemy wyraz po wyrazie:

/( 1)" 2n i " 2n—|—1
2n—i—1 nl -’

=0

\\'
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Obliczenia i zwigzek z szeregami

Przyktady
Zbieznos¢ catek i szeregow

Przyktad (1b)

Catkujemy wyraz po wyrazie:

/( 1)n 2n

o0 " 2n—|—1

Z 2n—i—1 nl -’

=0

t
(_1)nX2n o (_l)n t2n+1
——dx = -

/ n! x z% (2n+ 1) n!

0 n=

\\'
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Przyktady
Obliczenia i zwigzek z szeregami Zbieznos¢ catek i szeregow

Przyktad (1c)

Dla dostatecznie duzych t = T i dostatecznie duzych n =N

otrzymamy
ro AEEILE i N
ey N~ (DT VT
/e X Z_; T EE
Wg Wofram Alpha:
/ e dx = 0.8862269254527579.
0

\\'
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Przyktady
Obliczenia i zwigzek z szeregami Zbieznos¢ catek i szeregow

Przyktad (1c)

Dla dostatecznie duzych t = T i dostatecznie duzych n =N

otrzymamy
ro AEEILE i N
ey N~ (DT VT
/e X Z_; T EE
Wg Wofram Alpha:
/ e dx = 0.8862269254527579.
0

Jesli T = 4.0 oraz N = 50 otrzymujemy

T N

-1 n T2n+1
/ e dx = 3 CODTT™ ) 8862274057635077 ~ */27? .

prd (2n+1)n! W
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Przyktady
Obliczenia i zwigzek z szeregami Zbieznos¢ catek i szeregow

Przyktad (2a)

Obliczmy

sin x

X
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Przyktady
Obliczenia i zwigzek z szeregami Zbieznos¢ catek i szeregow

Przyktad (2a)

Obliczmy

o0
/ |nx
0

Czy ta catka jest zbiezna?
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Przyktady
Obliczenia i zwigzek z szeregami Zbieznos¢ catek i szeregow

Przyktad (2a)

Obliczmy

w .
sin x
dx.
X
0

Czy ta catka jest zbiezna?

o) k+1)
/ |nx / smx
0

jest szeregiem naprzemiennym o wyrazach dazacych do zera.
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Przyktady
Obliczenia i zwigzek z szeregami Zbieznos¢ catek i szeregow

Przyktad (2b)

sin(x)/x
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Przyktady
Obliczenia i zwigzek z szeregami Zbieznos¢ catek i szeregow

Przyktad (2c)

Poniewaz - ]
1) x2i+1
sinx =3 LT
pare (2i+1)!
to
x3 x5 x'

sinx ~ X — —

6 120 5040
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Przyktady
Obliczenia i zwigzek z szeregami Zbieznos¢ catek i szeregow

Przyktad (2c)

Poniewaz - ]
1) x2i+1
sinx =3 LT
pare (2i+1)!
to
x3 x5 x'

sinx ~ X — —

6 120 5040

Zte przyblizenie dla x > 7.
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Przyktady
Obliczenia i zwigzek z szeregami Zbieznos¢ catek i szeregow

Przyktad (2d)

23/30



Przyktady

Obliczenia i zwigzek z szeregami Zbieznos¢ catek i szeregow

Przyktad (2e)

Poniewaz
( 1 i 21+1
sin x ,-Z (2’+1 2 (—1)'x?
x X N ; (2i+1)
to

x X776 T120 5040
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Przyktady

Obliczenia i zwigzek z szeregami Zbieznos¢ catek i szeregow

Przyktad (2e)

Poniewaz
( 1 i 21+1
sin x IZ (21+1 B i ( 1)' 2i
x X N pard (2i+1)
to
sin x x2 x4 x0
~x — AN

x X776 T 120 5040
Zte przyblizenie dla x > 7.
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Przyktady
Obliczenia i zwigzek z szeregami Zbieznos¢ catek i szeregow

Przyktad (2f)
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Przyktady
Obliczenia i zwigzek z szeregami Zbieznos¢ catek i szeregow

Przyktad (2g)

Catkujemy:
(k+1) oo (KtD)m - 1), N
sin x !
2 T dx =
/ bs 2 2i+1)!
km = km

Dla kolejnych przedziatéw [k, (k + 1) 7] musza by¢ kolejne
rozwiniecia w szereg Taylora.

\\'
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Przyktady
Obliczenia i zwigzek z szeregami Zbieznos¢ catek i szeregow

Przyktad (2h)
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Przyktady
Obliczenia i zwigzek z szeregami Zbiezno$¢ catek i szeregow

Kryterium catkowe

Niech f : [1,00) — R — funkcja dodatnia i malejaca, a, = f (n).

Twierdzenie (Maclaurina-Cauchy'ego)

Szereg

['9)
>
n=1

jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezna jest catka

7f (x) dx.
1

\\'
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Przyktady
Obliczenia i zwigzek z szeregami Zbieznos¢ catek i szeregow

Przyktad (1)

Szereg harmoniczny:
o0

1

ns
n=1

jest zbiezny dla s > 1, bo wtedy catka

Td T = 1 1
/X:/S_sd)(: ‘ =

XS —s+1 —s~|—1 s—1
1 1

jest zbiezna.
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Przyktady
Obliczenia i zwigzek z szeregami Zbieznos¢ catek i szeregow

Przyktad (2)

Szereg

1
nzz:z n(Inn)®

jest zbiezny dla s > 1, bo wtedy catka

oo
/xlnx
2

jest zbiezna.
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Przyktady
Obliczenia i zwigzek z szeregami Zbieznos¢ catek i szeregow

Przyktad (2)

Szereg

1
nzz:z n(Inn)®

jest zbiezny dla s > 1, bo wtedy catka

o
/x In x)°
2

jest zbiezna.

Catke te obliczamy przez podstawienie

dx
t=Inx, dt=—
X

— zadanie na ¢wiczenia.

30/30



	Rodzaje całek niewłaściwych
	Całki w przedziałach nieskończonych
	Całki w przedziałach skończonych

	Obliczenia i związek z szeregami
	Przykłady
	Zbieżność całek i szeregów


