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Catkowanie Catki nieoznaczone
Catki oznaczone

Funkcje pierwotne

Jesli

dx '
to F (x) jest funkcja pierwotna funkgji f (x).

\\'
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Catkowanie Catki nieoznaczone
Catki oznaczone

Funkcje pierwotne

Jesli

dx '
to F (x) jest funkcja pierwotna funkgji f (x).

Uwaga 1. Jesli F (x) jest funkcja elementarng, to jej pochodna
f (x) tez jest funkcja elementarna.
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Catkowanie Catki nieoznaczone
Catki oznaczone

Funkcje pierwotne

Jesli

dx '
to F (x) jest funkcja pierwotna funkgji f (x).

Uwaga 1. Jesli F (x) jest funkcja elementarng, to jej pochodna
f (x) tez jest funkcja elementarna.

Uwaga 2. Funkcja pierwotna F (x) funkcji elementarnej f (x) nie
musi by¢ funkcja elementarna.
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Catkowanie Catki nieoznaczone
Catki oznaczone

Catka nieoznaczona

Jesli F (x) jest funkcja pierwotna funkcji f (x), to F (x) + ¢ tez
jest funkcja pierwotna funkgji f (x).
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Catkowanie Catki nieoznaczone
Catki oznaczone

Catka nieoznaczona

Jesli F (x) jest funkcja pierwotna funkcji f (x), to F (x) + ¢ tez
jest funkcja pierwotna funkgji f (x).

Dla danej funkgji f (x) mamy zawsze rodzine funkcji pierwotnych
postaci F (x) + ¢, gdzie ¢ jest dowolng stata.
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Catkowanie Catki nieoznaczone
Catki oznaczone

Catka nieoznaczona

Jesli F (x) jest funkcja pierwotna funkcji f (x), to F (x) + ¢ tez
jest funkcja pierwotna funkgji f (x).

Dla danej funkgji f (x) mamy zawsze rodzine funkcji pierwotnych
postaci F (x) + ¢, gdzie ¢ jest dowolng stata.

Rodzine taka nazywamy catka nieoznaczona funkgji f (x) i
oznaczamy

/f(x) dx = F (x) + c.
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Catkowanie Catki nieoznaczone
Catki oznaczone

Catka nieoznaczona

Jesli F (x) jest funkcja pierwotna funkcji f (x), to F (x) + ¢ tez
jest funkcja pierwotna funkgji f (x).

Dla danej funkgji f (x) mamy zawsze rodzine funkcji pierwotnych
postaci F (x) + ¢, gdzie ¢ jest dowolng stata.

Rodzine taka nazywamy catka nieoznaczona funkgji f (x) i
oznaczamy

/f(x) dx = F (x) + c.

Warunek
F (x0) = yo

jezeli jest spetniony, to jednoznacznie wybiera funkcje z rodziny
wszystkich funkgji pierwotnych. W
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Catkowanie Catki nieoznaczone
Catki oznaczone

Problemy — funkcje nieelementarne

F(x) = /e_x2 dx + c,

_/smxd X+ c,
X

X

—dx—i—c
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Catkowanie Catki nieoznaczone
Catki oznaczone

Problemy — funkcje nieelementarne

F(X)—/ ~dx + c,

/smxd X+ c,
/dx+c

Funkcje te nie s3 funkcjami elementarnymi.
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Catkowanie Catki nieoznaczone
Catki oznaczone

Rozwiniecia w szereg potegowy

dla x € (—o0, 00).

5/44



Catkowanie Catki nieoznaczone
Catki oznaczone

Rozwiniecia w szereg potegowy

o Xn
X __
€ *257
n=0
dla x € (—o0, 00).
: c9 ; 2n
2 _ 1
e n;( )=
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Catkowanie Catki nieoznaczone
Catki oznaczone

Rozwiniecia w szereg potegowy

X
€ *Z nl’
n=0
dla x € (—o0, 00).
e ee ; 2n
e =) (1)
n=0
. co x2n eo x2n+1
—X — _1 n — _1 n_~
[ ;/( " = L G e
. m X2n+1
/ex dx%Z(—l)"i—i—c.
2n -+ 1) n! _
n=0 ( ) \\

m musi by¢ dostatecznie duze, aby btad byt dostatecznie maty.
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Catkowanie Catki nieoznaczone
Catki oznaczone

Przyktad
Niech

F(x) = / e*dx,  F(0)=0.
Wartosci F (x) dla x =0.1,0.2,...,1.0 — Maxima:

0.09966766429033634, 0.1973650309263709, 0.2912378826569655,
0.3796528397004753, 0.4612810064127924, 0.5351535268080787,
0.6006856680827442, 0.6576698563283956, 0.7062415149635398,
0.7468241328124269.

Wartosci F (x) dla x =0.1,0.2,...,1.0 — rozwiniecie dla m = 2:

0.09976666666666667, 0.1981333333333333, 0.2937,
0.3850666666666667, 0.4708333333333333, 0.5496,
0.6199666666666667, 0.6805333333333333, 0.7299, ,
0.7666666666666667 . .
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Catkowanie Catki nieoznaczone
Catki oznaczone

Przyktad c.d.
Niech

F(x):/ex2 d  F(0)=0.
Wartosci F (x) dla x =0.1,0.2,...,1.0 — Maxima:

0.09966766429033634, 0.1973650309263709, 0.2912378826569655,
0.3796528397004753, 0.4612810064127924, 0.5351535268080787,
0.6006856680827442, 0.6576698563283956, 0.7062415149635398,
0.7468241328124269.

Wartosci F (x) dla x =0.1,0.2,...,1.0 — rozwiniecie dla m = 3:

0.09976666428571429, 0.1981330285714286, 0.2936947928571428,
0.3850276571428572, 0.4706473214285714, 0.5489334857142857,
0.61800585, 0.6755401142857143, 0.7185119785714286, ,
0.7428571428571429. W
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Catkowanie Catki nieoznaczone
Catki oznaczone

Przyktad — poréwnanie

0.1 0.0997 | 0.0998
0.2 |0.1974 | 0.1981
0.30.2912 | 0.2937
0.4 |0.3797 | 0.3851
0.5|0.4708 | 0.4708
0.6 | 0.5352 | 0.5496
0.7 | 0.6007 | 0.6110
0.8 | 0.6577 | 0.6805
0.9 | 0.7062 | 0.7299
1.0 | 0.7468 | 0.7667

0.0998
0.1981
0.2937
0.3850
0.4706
0.5489
0.6180
0.6755
0.7185
0.7429

\\'

8/44



Catkowanie Caftki nieoznaczone
Catki oznaczone

Catka oznaczona — definicja

Catka oznaczona funkgji f (x) w granicach od a do b:

gdzie F (x) jest funkcja pierwotna funkcji f (x).
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Catkowanie Caftki nieoznaczone
Catki oznaczone

Catka oznaczona — definicja

Catka oznaczona funkgji f (x) w granicach od a do b:

gdzie F (x) jest funkcja pierwotna funkcji f (x).

Przyktad.

\\'
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Catkowanie Caftki nieoznaczone
Catki oznaczone

Catka Riemanna

b
/f(x) X = I|m Z(xk—xk 1) F(xz),

gdzie
a=xg<x3<--<Xxp=b, Xg € (Xk—1, Xk)
oraz
max (xx — xxk—1) — 0
dla n — oo.
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Przyktad x2

Catkowanie Caftki nieoznaczone
Catki oznaczone

16

14 -

12

10

0.5
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Catkowanie Caftki nieoznaczone
Catki oznaczone

Przyktad x? c.d.

16

14 a

12 -

10

x*dx = 64/3 =21.33...,

x? dx & 0.25 + 2.25 + 6.25 + 12.25 = 21. W

o\#o\#
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Catkowanie Caftki nieoznaczone

Catki oznaczone

Przyblizenie trapezem — bardzo dobre

2
f(x) =1+ x+sin(mx), /f(x)dX:4.
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Catkowanie Caftki nieoznaczone
Catki oznaczone

Przyblizenie trapezem — beznadziejne

15
f(x) =1+ x+sin(7x), /f(x)dx
0

_ 2lm+38

~ 2.9433.
. 9433

4 T T

361 B

3

\\'
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Catkowanie Caftki nieoznaczone
Catki oznaczone

Metoda trapezéw

Przedziat catkowania (a, b) dzielimy na n réwnych czesci o dtugosci

b—a
-

h=
Punkty podziatu:
Xk =a+kh=x,_1+h

dlak=1,2,....n xp = a.
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Catkowanie Caftki nieoznaczone
Catki oznaczone

Metoda trapezéw

Przedziat catkowania (a, b) dzielimy na n réwnych czesci o dtugosci

b—a
-

h=
Punkty podziatu:
Xk =a+kh=x,_1+h
dlak=1,2,....n xp = a.

Przyblizenie suma T, pdl trapezdw:
1 1
T,=nh <2f(X0) e f(X1) I f(Xz) + -4 f(Xn_l) + 2f(X,,)> .

Btad: 6 = | (€)| (b — a) h?/12, gdzie £ € (a, b). o

15/44



Catkowanie

Przyktad — wykresy

Caftki nieoznaczone

Catki oznaczone




Catkowanie Caftki nieoznaczone
Catki oznaczone

Przyktad — obliczenia

2
/ (1+ x +sin(7x)) dx = 4,
0

17 /44



Catkowanie Caftki nieoznaczone
Catki oznaczone

Przyktad — obliczenia

2
/ (1+ x +sin(7x)) dx = 4,
0

T4 =05(05+25+2+15+15).

\\'
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Catkowanie Caftki nieoznaczone
Catki oznaczone

Przyktad — obliczenia

2
/ (1+ x +sin(7x)) dx = 4,
0

T4 =05(05+25+2+15+15).

1.5

21
/ (1+ x +sin(mx)) dx = m+8
0

™

~ 2.9433,

\\'
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Catkowanie Caftki nieoznaczone
Catki oznaczone

Przyktad — obliczenia

2
/ (1+ x +sin(7x)) dx = 4,
0

T4 =05(05+25+2+15+15).

1.5

21
/ (1+ x +sin(mx)) dx = m+8
0

™

~ 2.9433,

T3 =05(0.5+2.5+ 2+ 0.75) = 2.875.

\\'
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Catkowanie Caftki nieoznaczone
Catki oznaczone

Przyktad — obliczenia

2
/ (1+ x +sin(7x)) dx = 4,
0

T4 =05(05+25+2+15+15).

1.5

21
/ (1+ x +sin(mx)) dx = m+8
0

™

~ 2.9433,

T3 =05(0.5+2.5+ 2+ 0.75) = 2.875.

" (x) = —n?sin (7x),, 1\
skad btad 6 < 0.062572 = 0.6169. ..
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Catkowanie Caftki nieoznaczone
Catki oznaczone

Przyktad trudniejszy

i catke

/ f (x) dx.

a
Wartosci catek dla b= 1.6 i b = 1.2, obliczone programem
Maxima, wynosza
1.6

/ f (x) dx = 0.5780408938193461,

m @

2
f (x) dx = 0.3750600607143383. W

o
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Catkowanie Caftki nieoznaczone
Catki oznaczone

Przyktad — obliczenia
Catki dla funkcji

F(x) = Sli”f;) + 0.2(%6)6

obliczymy metoda trapezéw, dzielac przedziat [0, 1.6] na cztery
réwne czesci, a przedziat [0,1.2] na trzy réwne czesci.
x |00] 04 | 08 | 12 | 16
f(x)| 0 | 02782 | 0.40166 | 0.4592 | 0.5845

[y

oai‘"“ij o

6
f (x) dx ~ T4 = 0.5725345898121758,

f (x) dx ~ T5 = 0.3637943460331163. =

19/44



Catkowanie Caftki nieoznaczone
Catki oznaczone

Przyktad — wykres

0.6 . . : . . ; :
0.5 | i
0.4 .
0.3 i
02 ]
01} i

0 : ! : ! . ! !

0 02 04 06 08 1 12 14 16 W
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Catkowanie Caftki nieoznaczone
Catki oznaczone

Metoda Simpsona

Catke przyblizamy polem pod parabolj.

Jesdli n jest parzyste, to

Sn =§(f(xo) +4(F () +F (a) o+ F (xn1))

+2(f(xQ)+f(X4)+~-+f(xn_z))—i—f(x,,))
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Catkowanie Caftki nieoznaczone
Catki oznaczone

Metoda Simpsona

Catke przyblizamy polem pod parabolj.

Jesdli n jest parzyste, to

Sn =§(f(xo) +4(F () +F (a) o+ F (xn1))

+2(F () + £ () -+ F (x0-2)) + F (xn) )

Btad: & = [ (¢)| (b — a) h*/180, gdzie £ € (a, b).
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Catkowanie Caftki nieoznaczone
Catki oznaczone

Przyktad — obliczenia

0.5

54:?

(1+4(25+15)+2-2+3) =4

\\'
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Catkowanie Caftki nieoznaczone
Catki oznaczone

Przyktad — obliczenia

0.5

54:?

(1+4(25+15)+2-2+3) =4

Btad: 4 < 0.0010416677* = 0.1014. ..

\\'
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Catkowanie Caftki nieoznaczone
Catki oznaczone

Przyktad trudniejszy —ponownie

1.6
/f (x) dx ~ S4 = 0.5783442918819829.
0

Dla b = 1.2, to nie mozemy skorzysta¢ z podziatu na trzy odcinki.
Dzielimy wiec odcinek [0, 1.2] na przyktad na sze$¢ czesci. Wiedy

1.2
/ f (x) dx ~ Se = 0.3750441656628404.
0

\\'
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Catkowanie Caftki nieoznaczone
Catki oznaczone

Przyktad — wykres

0.6 . . : . . ; :
0.5 | i
0.4 .
0.3 i
02 ]
01} i

0 : ! : ! . ! !

0 02 04 06 08 1 12 14 16 W
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Rézniczkowanie numeryczne
Rézniczkowanie Interpolacja wielomianowa i rézniczkowanie

Wykonalnos¢ rézniczkowania

Pochodna funkcji elementarnej jest zawsze funkcja elementarna.
Nie ma wiec tych probleméw, co przy catkowaniu.
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Rézniczkowanie numeryczne
Rézniczkowanie Interpolacja wielomianowa i rézniczkowanie

Wykonalnos¢ rézniczkowania

Pochodna funkcji elementarnej jest zawsze funkcja elementarna.
Nie ma wiec tych probleméw, co przy catkowaniu.

S3 za to problemy obliczeniowe.
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Rézniczkowanie numeryczne
Rézniczkowanie Interpolacja wielomianowa i rézniczkowanie

lloraz réznicowy

f'(x)~=(f(x+h)—f(x)).

Sef =

\\'
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Rézniczkowanie numeryczne
Rézniczkowanie Interpolacja wielomianowa i rézniczkowanie

lloraz réznicowy

f'(x)~=(f(x+h)—f(x)).

Sef =

Fx+h) = F(x)+ hf' (x) + %/Ff” (),
czyli . .
() = 3 (F (b ) = £ () = 3h" ().

gdzie € € (x,x + h).

\\'
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Rézniczkowanie numeryczne
Rézniczkowanie Interpolacja wielomianowa i rézniczkowanie

lloraz réznicowy

f'(x)~=(f(x+h)—f(x)).

Sef =

f(x+h)=rf(x)+hf (x)+ %/ﬂf’/ (€),
czyli

f (x) = %(f(x +h) — f(x)) — %hf” ().
gdzie £ € (x,x + h).
(f (x 4+ h) — f (x)) /h — jest przyblizeniem pochodnej,
a |hf" (€) /2| jest btedem obciecia. =
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Rézniczkowanie numeryczne
Rézniczkowanie Interpolacja wielomianowa i rézniczkowanie

lloraz réznicowy — przyktad

Funkcja
f(x)=x>+4x>+x—6,

pochodna
f'(x) = 3x® + 8x + 1.
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Rézniczkowanie numeryczne
Rézniczkowanie Interpolacja wielomianowa i rézniczkowanie

lloraz réznicowy — przyktad

Funkcja
f(x)=x3+4x>+x—6,

pochodna
f'(x) = 3x® + 8x + 1.

Dla h = 0.5, przyblizenie pochodnej

f' (x) = 2.0 (1.5x* + 4.75x + 1.625) = g (x).

\\'
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Rézniczkowanie numeryczne
Rézniczkowanie Interpolacja wielomianowa i rézniczkowanie

lloraz réznicowy — przyktad

Funkcja
f(x)=x3+4x>+x—6,

pochodna
f'(x) = 3x® + 8x + 1.

Dla h = 0.5, przyblizenie pochodnej
f' (x) = 2.0 (1.5x* + 4.75x + 1.625) = g (x).

Druga pochodna:
" (x) = 6x + 8.

\\'
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Rézniczkowanie numeryczne
Rézniczkowanie Interpolacja wielomianowa i rézniczkowanie

lloraz réznicowy — przyktad c.d.

35 T T T T T
fix)

a0 | i)
glx)
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Rézniczkowanie numeryczne
Rézniczkowanie Interpolacja wielomianowa i rézniczkowanie

Btad przyblizenia pochodnej

W przedziale [—4, 2], btad d = hf” (£) /2 nie przekracza wartosci
na koncu przedziatu plus h,czyli w punkcie x =2 + h: d < 5.75.

\\'
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Rézniczkowanie numeryczne
Rézniczkowanie Interpolacja wielomianowa i rézniczkowanie

Btad przyblizenia pochodnej

W przedziale [—4, 2], btad d = hf” (£) /2 nie przekracza wartosci
na koncu przedziatu plus h,czyli w punkcie x =2 + h: d < 5.75.

W rzeczywistosci btad |g (x) — ' (x)| < 5.25.

\\'
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Rézniczkowanie numeryczne
Rézniczkowanie Interpolacja wielomianowa i rézniczkowanie

Trudnosci

f (x) = sinx 4 0.01 cos 1007x,
f' (x) = cos x — 7 sin 1007 x.

Jesli pochodng zastapimy przez ilorazy réznicowe dla h = 0.01 i
kolejnych punktéw, poczawszy od x = 0, to dominujacy w ' (x)
czynnik 7 sin 100x zniknie catkowicie.
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Rézniczkowanie numeryczne
Rézniczkowanie Interpolacja wielomianowa i rézniczkowanie

Wykres funkgji f (x)

12 T T T T T T T

0.8 - 1

0.4 | -

0.2 1

0.2 1 1 1 1 1 1 1
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Rézniczkowanie

Wykres pochodnej ' (x)

Rézniczkowanie numeryczne
Interpolacja wielomianowa i rézniczkowanie

0.2

0.4

0.6

0.8

L4 W

32/44



Rézniczkowanie numeryczne
Rézniczkowanie Interpolacja wielomianowa i rézniczkowanie

Dane empiryczne

Jesli wartosci funkcji sa empiryczne, na przyktad z pomiaréw, to
rézniczkowanie numeryczne jest bardzo ryzykowne, bo poteguje
skutki btedéw pomiarowych. Tego niebezpieczenstwa nie ma przy
catkowaniu numerycznym.
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Rézniczkowanie numeryczne
Rézniczkowanie Interpolacja wielomianowa i rézniczkowanie

Dane empiryczne

Jesli wartosci funkcji sa empiryczne, na przyktad z pomiaréw, to
rézniczkowanie numeryczne jest bardzo ryzykowne, bo poteguje
skutki btedéw pomiarowych. Tego niebezpieczenstwa nie ma przy
catkowaniu numerycznym.

Przyktad w ksigzce:

W. Kordecki, K. Selwat. Metody numeryczne dla informatykéw.
Przyktad 6.6.
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Roézniczkowanie numeryczne
Rézniczkowanie Interpolacja wielomianowa i rézniczkowanie

Wzér interpolacyjny Lagrange'a — przypomnienie

Wielomian p (x) wyraza sie jako suma

P(x) =D vl (x)
k=0

gdzie
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Roézniczkowanie numeryczne
Rézniczkowanie Interpolacja wielomianowa i rézniczkowanie

Przyktad

Dla n = 3 i punktéw

x‘5 -7 -6 0
y|1 —23 —54 —054

otrzymuje sie nastepujace wielomiany Lagrange'a

lo(x):gi?gigxz660(X+7)(x+6)x,

h(x) = (_7(X_5)()(;18(X 5 :—8i4(x—5)(x+6)x,
/z(x):(_6(x5)()(212(x 6):616(x—5)(x+7)x,
’3(’():((2—55);%1220 g)) —ﬁ(X—S)(x—I—Y)(X%—Q. W)
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Roézniczkowanie numeryczne
Rézniczkowanie Interpolacja wielomianowa i rézniczkowanie

Przyktad c.d.

Punkty:
x|5 -7 -6 0
y|1 —23 —54 —954
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Roézniczkowanie numeryczne
Rézniczkowanie Interpolacja wielomianowa i rézniczkowanie

Przyktad c.d.

Punkty:
x|5 -7 -6 0
y|1 —23 —54 —954

Wielomian interpolacyjny

p(x)= ZYk/k (),
k=0

wiec

p(x) = lo (x) — 23/ (x) — 54k (x) — 954/ (x)
= 4x3 1 35x% — 84x — 954,
W
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Rézniczkowanie

Przyktad — wykres

Roézniczkowanie numeryczne
Interpolacja wielomianowa i rézniczkowanie

(" (x+6)"(x+T )60

08

06

04

02
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Roézniczkowanie numeryczne
Rézniczkowanie Interpolacja wielomianowa i rézniczkowanie

Przyktad — wykres [y — |
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Roézniczkowanie numeryczne
Rézniczkowanie Interpolacja wielomianowa i rézniczkowanie

Przyktad — wykres Iy — b
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Roézniczkowanie numeryczne
Rézniczkowanie Interpolacja wielomianowa i rézniczkowanie

Przyktad — wykres [y — &

oMo
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Roézniczkowanie numeryczne
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Przyktad — wykres p (x)
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Funkcja=wielomian+reszta

1 n
gdzie
= T ——1.
J=04#i 7t
W(x):H(x—x,)
i=1

\\'
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Pochodna

W ()=3 [ x-x)
i=0 j=0,j#i
W' (xm) = Ii[ (Xm — xj)
j=0j#m
Stad
f1(x) = Z F(xi) I (xm) + mf("m &) TI Gem—x)-

Il
o

J=0,j#i
\\Y
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Inny przyktad

Przyktad w ksigzce:

W. Kordecki, K. Selwat. Metody numeryczne dla informatykéw.
Przyktad 6.7.
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