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Interpolacja wielomianowa Zadanie interpolacji
Wozory interpolacyjne

Definicja interpolacji

Dane s3 punkty (xo,¥0) , (X1, 1), (X2, ¥2) - - -, (Xn, Ya) € R%.
Zaktadamy, ze xp < x3 < X2 < - -+ < Xp.

Trzeba wyznaczy¢ krzywa przechodzaca przez punkty (x;, y;) i
spetniajaca dane warunki.
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Interpolacja wielomianowa Zadanie interpolacji
Wozory interpolacyjne

Definicja interpolacji

Dane s3 punkty (xo,¥0) , (X1, 1), (X2, ¥2) - - -, (Xn, Ya) € R%.
Zaktadamy, ze xp < x3 < X2 < - -+ < Xp.

Trzeba wyznaczy¢ krzywa przechodzaca przez punkty (x;, y;) i
spetniajaca dane warunki.

Jezeli zatozy sig, ze z warunku y; # y; wynika x; # x;, to trzeba

wyznaczy¢ funkcje interpolujaca f (x) spetniajaca dane warunki
taka, ze f (x;) = yi.
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Interpolacja wielomianowa Zadanie interpolacji
Wozory interpolacyjne

Definicja interpolacji

Dane s3 punkty (xo,¥0) , (X1, 1), (X2, ¥2) - - -, (Xn, Ya) € R%.
Zaktadamy, ze xp < x3 < X2 < - -+ < Xp.

Trzeba wyznaczy¢ krzywa przechodzaca przez punkty (x;, y;) i
spetniajaca dane warunki.

Jezeli zatozy sig, ze z warunku y; # y; wynika x; # x;, to trzeba
wyznaczy¢ funkcje interpolujaca f (x) spetniajaca dane warunki
taka, ze f (x;) = yi.

Przyktady warunkéw dla funkgji interpolujace;j:
@ ciagtosc,
@ rbézniczkowalnosé,
@ istnienie drugiej pochodnej, \\
@ szczegdlna postac funkcji, np. wielomian.
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Interpolacja wielol Zadanie interpolacji
Wozory interpolacyjne

Przyktad
Punkty (x;, yi):
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Interpolacja wielol Zadanie interpolacji
Wozory interpolacyjne

Przyktad c.d.
Punkty (x;, y;) potaczone odcinkami:
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Interpolacja wielomianowa Zadanie interpolacji
Wozory interpolacyjne

Trzy punkty

Zadanie.
Dane sg punkty (x1,y1),(x2,¥2),(x3,¥3), x1 < X2 < X3.
Wyznaczy¢ funkcje

f(x)=ax*>+bx+c
taka, aby

ax12+bX1+c:y1
a3 +botc=y
i +bat+c=y;

Jest to uktad trzech réwnan o trzech niewiadomych a, b, c.
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Interpolacja wielomianowa Zadanie interpolacji
Wozory interpolacyjne

Trzy punkty c.d.

Macierz wspotczynnikoéw

X12 x1 1
A=|x2 x 1
x32 x3 1

ma wyznacznik

detA=— (X2 = Xl) (X3 = Xl) (X3 = X2) # 0.
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Interpolacja wielomianowa Zadanie interpolacji
Wozory interpolacyjne

Trzy punkty c.d.

Macierz wspotczynnikoéw

X12 x1 1
A=|x2 x 1
x32 x3 1

ma wyznacznik
detA=— (X2 = Xl) (X3 = Xl) (X3 = X2) # 0.

Rozwiazanie a, b, ¢ zawsze istnieje i jest jedyne.
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Interpolacja wielomianowa Zadanie interpolacji
Wozory interpolacyjne

Zadanie interpolacji

Zadanie

Dla punktéw (xo, y0) , (x1,¥1) » (x2,¥2) - - -, (Xn, ¥n) Wyznaczyé
wielomian p (x) stopnia niewiekszego niz n, ktérego wykres
przechodzi przez wszystkie punkty (x;, ;).

Punkty (xj, yi) — wezty.
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Interpolacja wielomianowa Zadanie interpolacji
Wozory interpolacyjne

Zadanie interpolacji

Zadanie
Dla punktéw (xo, y0) , (x1,¥1) » (x2,¥2) - - -, (Xn, ¥n) Wyznaczyé

wielomian p (x) stopnia niewiekszego niz n, ktérego wykres
przechodzi przez wszystkie punkty (x;, ;).
Punkty (xj, yi) — wezty.

Wielomian p (x) jest wyznaczony jednoznacznie.
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Interpolacja wielomianowa Zadanie interpolacji
Wozory interpolacyjne

llorazy réznicowe

Dane s3 wezty (xo0, o), (x1,¥1) , (X2, ¥2) - - -, (Xn, ¥n), gdzie x; sa
parami rézne.
Wyrazenia

f(Xo Xl) Yi—yo

X1 _XO
2 )1
f(X]_ X2) Y. 4
X2 _Xl
f (Xn_1; Xn) = Mj
Xn — Xn—1

nazywamy ilorazami réznicowymi pierwszego rzedu.
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Interpolacja wielomianowa Zadanie interpolacji
Wozory interpolacyjne

llorazy réznicowe c.d.

Analogicznie definiujemy ilorazy réznicowe rzedu drugiego:

f . _f .
f (x0;ix1; %) = (XLXQ — X(EXO'Xl),

f(Xp—1;%n) — F(Xp—2; Xp—
f(Xn—2;Xn—]_;Xn) = ( 1 X) _X( . 2 ]_).
n n—
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Interpolacja wielomianowa Zadanie interpolacji
Wozory interpolacyjne

llorazy réznicowe c.d.

Rekurencyjnie definiujemy iloraz réznicowy rzedu k:

f(xip1 - Xipk) — F(Xis - Xipk—1)
Xivk = Xi

f(Xis Xig1s -« Xivk) =

dlak=1,2,... orazi=0,1,2,....
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Zadanie interpolacji

Interpolacja wielomianowa
Wozory interpolacyjne

Wzér interpolacyjny Newtona

Dane s3 wezty (xo, y0), (X1, 1), (x2,¥2) - - ., (X, ¥n), gdzie x; s3

parami rézne.
Wielomiany py (x) budujemy dla kolejnych k: pg (x) = yo.

pi () = yo + f (x0;x1) (x — x0) + f (x0; x1; X2) (x — x0) (x — x1) +

+ .o fF(xoi X xo; . xk) (x — x0) (x — x1) ... (X — Xk—1)
k i—1
:yo—l—Zf(xo;...,x,)H(x—xJ)
=il =0
\\'

11/50



Interpolacja wielomianowa Zadanie interpolacji
Wozory interpolacyjne

Przyktad

Dla n = 3 i punktéw

X‘5 -7 —6 0
y|1l —23 —54 —054

otrzymuje sie
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Interpolacja wielomianowa Zadanie interpolacji
Wozory interpolacyjne

Przyktad

Dla n = 3 i punktéw

X‘5 -7 —6 0
y|1l —23 —54 —054

otrzymuje sie

p3(x)=14+2(x—=5)+3(x—=5)(x+7)+4(x—=5)(x+7)(x+6)
— 4x3 + 35x% — 84x — 954.

\\'
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Interpolacja wielomianowa Zadanie interpolacji
Wozory interpolacyjne

Interpolacja k =0

200

-200 —

-400 |- .

-600 | —

-800 —

-1000 I I I ’ I I I
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Interpolacja wielomianowa Zadanie interpolacji
Wozory interpolacyjne

Interpolacja k =1

200

-200 —

-400 |- .

-600 | —

-800 —

-1000 I I I ’ I I I
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Interpolacja wielomianowa Zadanie interpolacji
Wozory interpolacyjne

Interpolacja kK =2

200

-200 —

-400 |- .

-600 | —

-800 —

-1000 I I I ’ I I I
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Interpolacja wielomianowa Zadanie interpolacji
Wozory interpolacyjne

Interpolacja k =3

200

-200 —

-400 |- .

-600 | —

-800 —

-1000 I I I ’ I I I

16 /50



Interpolacja wielomianowa Zadanie interpolacji
Wozory interpolacyjne

Interpolacja k =3

200
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Interpolacja wielomianowa Zadanie interpolacji
Wozory interpolacyjne

Wzér interpolacyjny Lagrange'a

Wielomian p (x) wyraza sie jako suma

P(x) =D vl (x)
k=0

gdzie
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Interpolacja wielomianowa Zadanie interpolacji
Wozory interpolacyjne

Przyktad

Dla n = 3 i punktéw

x‘5 -7 -6 0
y|1 —23 —54 —054

otrzymuje sie nastepujace wielomiany Lagrange'a

lo(x):gi?gigxz660(X+7)(x+6)x,

h(x) = (_7(X_5)()(;18(X 5 :—8i4(x—5)(x+6)x,
/z(x):(_6(x5)()(212(x 6):616(x—5)(x+7)x,
’3<X>=(<§_3§§12§oi§)) —210(x—5)(x+7)(x+6).®
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Interpolacja wielomianowa Zadanie interpolacji
Wozory interpolacyjne

Przyktad c.d.

Punkty:
x|5 -7 -6 0
y|1 —23 —54 —954

\\'
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Interpolacja wielomianowa Zadanie interpolacji
Wozory interpolacyjne

Przyktad c.d.

Punkty:
x|5 -7 -6 0
y|1 —23 —54 —954

Wielomian interpolacyjny

p(x)= ZYk/k (),
k=0

wiec

p(x) = lo (x) — 23/ (x) — 54k (x) — 954/ (x)
= 4x3 1 35x% — 84x — 954,
W
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Interpolacja wielomianowa Zadanie interpolacji
Wozory interpolacyjne

Interpolacja k =0

200

-200 —

-400 |- .

-600 | —

-800 —

-1000 I I I ’ I I I
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Interpolacja wielomianowa Zadanie interpolacji
Wozory interpolacyjne

Interpolacja k =1

200

-200 —

-400 |- .

-600 | —

-800 —

-1000 I I I ’ I I I
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Interpolacja wielomianowa Zadanie interpolacji
Wozory interpolacyjne

Interpolacja kK =2

200

-200 —

-400 |- .

-600 | —

-800 —

-1000 I I I ’ I I I
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Interpolacja wielomianowa Zadanie interpolacji
Wozory interpolacyjne

Interpolacja k =3

200

-200

-400 |- .

-600 | —

-800 —

-1000 I I I ’ I I I
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Interpolacja wielomianowa Zadanie interpolacji
Wozory interpolacyjne

Interpolacja k = 4

200
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25 /50



Interpolacja wielomianowa Zadanie interpolacji
Wozory interpolacyjne

Interpolacja k = 1 ponownie

Pierwsze kroki w obu metodach interpolacji dla n danych punktéw,
sg rézne.

W metodzie Newtona w kolejnych krokach otrzymujemy
interpolacje wielomianami kolejnych stopni.

W metodzie Lagrange'a w kazdym kroku interpolujemy
wielomianami o tym samym stopniu n — 1.

W rozpatrywanych tutaj przyktadach wida¢ to nawet w pierwszym
kroku.
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Wozory interpolacyjne
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sg rézne.
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Interpolacja wielomianowa Zadanie interpolacji
Wozory interpolacyjne

Interpolacja k = 1 ponownie

Pierwsze kroki w obu metodach interpolacji dla n danych punktéw,
sg rézne.

W metodzie Newtona w kolejnych krokach otrzymujemy
interpolacje wielomianami kolejnych stopni.

W metodzie Lagrange'a w kazdym kroku interpolujemy
wielomianami o tym samym stopniu n — 1.

W rozpatrywanych tutaj przyktadach wida¢ to nawet w pierwszym

kroku.
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Interpolacja wielomianowa Zadanie interpolacji
Wozory interpolacyjne

Przyktad

Dodany jeden punkt:

x|5 -7 -6 07
y|1l —23 —54 —954 0

Maxima.
Wielomian interpolacyjny:

1545x* + 2168x3 — 124715x2 — 110418x + 2430792

p(x) = 2548

\\'
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Interpolacja wielomianowa Zadanie interpolacji
Wozory interpolacyjne
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Interpolacja wielomianowa Zadanie interpolacji

Wozory interpolacyjne

Wezty interpolacyjne:
(-2,1),(-1,0),(0,4),(1,5),(2,1),(3,1).
Maxima.

load("interpol")$
p:[[-2,1],[-1,0],[0,4],[1,5],[2,1],[3,111$
lagrange(p) ;

factor (%) ;

trigsimp (%) ;

Wielomian interpolacyjny:

X2 + 6x* — 25x3 — 42x2 + 84x + 96

\\'
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Interpolacja wielomianowa Zadanie interpolacji
Wozory interpolacyjne
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Funkcje sklejane
Funkcje sklejane i krzywe Béziera Krzywe Béziera

Definicja funkcji sklejanych

Dane s3 wezty (xo, y0) , (X1, y1), (X2, ¥2) - -, (Xn, ¥n)-
Zaktadamy, ze xp < x3 < X2 < -+ < X;.
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Funkcje sklejane
Funkcje sklejane i krzywe Béziera Krzywe Béziera

Definicja funkcji sklejanych

Dane s3 wezty (xo, y0) , (X1, y1), (X2, ¥2) - -, (Xn, ¥n)-
Zaktadamy, ze xp < x3 < X2 < -+ < X;.

Funkcja sklejana stopnia k jest funkcja S (x) taka, ze

© w kazdym przedziale [x;, xj+1], 0 < i < n—1, jest
wielomianem stopnia nie wyzszego niz k,

@ ma ciaggty (k — 1)-sza pochodna w [xp, Xy

\\'
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Funkcje sklejane
Funkcje sklejane i krzywe Béziera Krzywe Béziera

Definicja funkcji sklejanych

Dane s3 wezty (xo, y0) , (X1, y1), (X2, ¥2) - -, (Xn, ¥n)-
Zaktadamy, ze xp < x3 < X2 < -+ < X;.

Funkcja sklejana stopnia k jest funkcja S (x) taka, ze

© w kazdym przedziale [x;, xj+1], 0 < i < n—1, jest
wielomianem stopnia nie wyzszego niz k,

@ ma ciaggty (k — 1)-sza pochodna w [xp, Xy
Przyktadem funkcji sklejanej stopnia pierwszego jest tamana
faczaca wezty.
\\
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Funkcje sklejane
Funkcje sklejane i krzywe Béziera Krzywe Béziera

Definicja funkcji sklejanych

Dane s3 wezty (xo, y0) , (X1, y1), (X2, ¥2) - -, (Xn, ¥n)-
Zaktadamy, ze xp < x3 < X2 < -+ < X;.

Funkcja sklejana stopnia k jest funkcja S (x) taka, ze
© w kazdym przedziale [x;, xj+1], 0 < i < n—1, jest
wielomianem stopnia nie wyzszego niz k,

@ ma ciaggty (k — 1)-sza pochodna w [xp, Xy

Przyktadem funkcji sklejanej stopnia pierwszego jest tamana
faczaca wezty.

Jest ciagta, ale nawet pierwsza pochodna nie jest ciagta w catym
przedziale [x1, xg].
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Funkcje sklejane

Funkcje sklejane i krzywe Béziera Krzywe Béziera

Funkcje sklejane stopnia trzeciego

Przyjmijmy h; = xj+1 — xi, uj = 2 (hi—1 + h;),
bi =6 (yi+1 — yi) /hi, vi = bi — bi_1, z0 = z; = 0, a pozostate
parametry z; wyznaczamy z réwnania

_U1 hl 1T 4l i [ Vi i

h w  h b)) V2
hn—3 up—2 hpo Zpn—2 Vn—2

L hn—2 Up—1] | Zn—1]] | Vn—1 |

32/50



Funkcje sklejane
Funkcje sklejane i krzywe Béziera Krzywe Béziera

Funkcje sklejane stopnia trzeciego

Przyjmijmy h; = xj+1 — xi, uj = 2 (hi—1 + h;),
bi =6 (yi+1 — yi) /hi, vi = bi — bi_1, z0 = z; = 0, a pozostate
parametry z; wyznaczamy z réwnania

M V4| Vi
h1 w ho Z2 V2
hn—3 up—2 hpo Zpn—2 Vn—2

L hn—2 Up—1] | Zn—1]] | Vn—1 |

Z; Ziy1h;
S (x) :6/17' (xit1 — )3 6’;1 (x — :) + <ylh+1 — ,+61’> (x — x;)
i i
Yi  zih;

+ (£ - Z) e -0, =



Funkcje sklejane
Funkcje sklejane i krzywe Béziera Krzywe Béziera

Definicje krzywych Béziera

Krzywe Béziera zostaty niezaleznie opracowane przez Pierre’a
Béziera, francuskiego inzyniera firmy Renault, oraz Paula
de Casteljau, pracujacego dla konkurencyjnej firmy Citroén.
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Funkcje sklejane
Funkcje sklejane i krzywe Béziera Krzywe Béziera

Definicje krzywych Béziera

Krzywe Béziera zostaty niezaleznie opracowane przez Pierre’a
Béziera, francuskiego inzyniera firmy Renault, oraz Paula
de Casteljau, pracujacego dla konkurencyjnej firmy Citroén.

Krzywe Béziera sg krzywymi parametrycznymi, tzn. kazda
wspotrzedna punktu krzywej jest pewna funkcja rzeczywista
jednego parametru t. Aby okresli¢ krzywa na ptaszczyznie,
potrzebne s3 dwie funkcje: x (t) i y (t). Przyjmuje sie, ze t € [0, 1].
Ze wzgledu na rodzaj tych funkcji méwi sie o krzywych
wielomianowych oraz krzywych wymiernych.
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Funkcje sklejane
Funkcje sklejane i krzywe Béziera Krzywe Béziera

Wielomianowe krzywe Béziera drugiego stopnia

Dane s3 punkty P; = (x;,y;) dlai=0,1,2.
Punkty P i P> leza na koncach krzywej.

Punkt P; jest punktem kontrolnym. Krzywa jest w punktach Py i
P> styczna do odcinkéw PyP; i PP, odpowiednio.

x(t)=1-t)((1—t)xo+ tx1) +t((1 —t)x1 + tx2),
y(t)=Q-t)(Q—t)yo+ty1) +t((1—t)y1 + ty2),

gdzie t € [0, 1].

\\'
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Funkcje sklejane
Funkcje sklejane i krzywe Béziera Krzywe Béziera

Przyktad rysowania krzywej Béziera drugiego stopnia

3.5

15
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Funkcje sklejane
Funkcje sklejane i krzywe Béziera Krzywe Béziera

Przyktad rysowania krzywej Béziera drugiego stopnia
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Funkcje sklejane
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Funkcje sklejane
Funkcje sklejane i krzywe Béziera Krzywe Béziera

Przyktad rysowania krzywej Béziera drugiego stopnia

3.5

15 9
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Funkcje sklejane
Funkcje sklejane i krzywe Béziera Krzywe Béziera
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3.5

15 9
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Funkcje sklejane
Funkcje sklejane i krzywe Béziera Krzywe Béziera

Przyktad rysowania krzywej Béziera drugiego stopnia

3.5 —
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Funkcje sklejane
Funkcje sklejane i krzywe Béziera Krzywe Béziera

Przyktad rysowania krzywej Béziera drugiego stopnia

3.5 —
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Funkcje sklejane
Funkcje sklejane i krzywe Béziera Krzywe Béziera

Przyktad rysowania krzywej Béziera drugiego stopnia

3.5 —

15
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Funkcje sklejane
Funkcje sklejane i krzywe Béziera Krzywe Béziera

Przyktad rysowania krzywej Béziera drugiego stopnia

10.

35 ya

15 9

44 /50



Funkcje sklejane
Funkcje sklejane i krzywe Béziera Krzywe Béziera

Przyktad rysowania krzywej Béziera drugiego stopnia

11.
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Funkcje sklejane
Funkcje sklejane i krzywe Béziera Krzywe Béziera

Wielomianowe krzywe Béziera trzeciego stopnia

Dane s3 punkty P; = (x;,y;) dla i=0,1,2,3.
Punkty P i P3 leza na koncach krzywej.

Punkty P; i P, sa punktami kontrolnymi. Krzywa jest w punktach
Py i P3 styczna do odcinkéw Py Py i P> P3 odpowiednio.

x(t) = x0 (1 — )+ 3x1t (1 — )% + 3xt? (1 — t) + x3t>,
y(t)=yo(1—1)° +3y1t (1 — t)° + 3y2t? (1 — t) + yst>,

gdzie t € [0, 1].

\\'
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Przyktad funkcji Béziera trzeciego stopnia

Funkcje sklejane i krzywe Béziera

Funkcje sklejane
Krzywe Béziera
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Funkcje sklejane
Funkcje sklejane i krzywe Béziera Krzywe Béziera

Przyktad sklejanych funkcji Béziera

Przez punkty od lewej 1, 3, 5, 7 przechodzi sklejana krzywa
Béziera, ktéra jest krzywa gtadka. Punkty 2, 4, 6 s3 punktami
kontrolnymi.
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Funkcje sklejane
Funkcje sklejane i krzywe Béziera Krzywe Béziera

Wygtadzanie krzywej (1)

Zaokraglanie ostrych zebéw pity za pomoca krzywych Béziera
drugiego stopnia.
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Funkcje sklejane
Funkcje sklejane i krzywe Béziera Krzywe Béziera

Wygtadzanie krzywej (2)

Zaokraglanie tepych zebdéw pity za pomoca krzywych Béziera
trzeciego stopnia.
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