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Równania nieliniowe
Metody znajdowania pierwiastków Przykłady i problemy

Przykład – oczywiste zero

(x − 1)4 = x4 − 4x3 + 6x2 − 4x + 1.

Równanie (x − 1)4 = 0 ma jeden (poczwórny) pierwiastek x = 1.

Dokładność w okolicy x = 1: obliczany

x4 − 4x3 + 6x2 − 4x + 1

dla x = 0.999 . . . 1.001
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Przykład – obliczone okolice bliskie zeru
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Przykład – obliczone okolice bardzo bliskie zeru

4 / 37



Równania nieliniowe
Metody znajdowania pierwiastków Przykłady i problemy

Przykład – nieskończenie wiele zer

f (x) =

{
x sin (1/x) dla x ̸= 0.
0 dla x = 0.

Pierwiastki:

x = 0.

sin (1/x) = 0 =⇒ 1/x = kπ =⇒ x = 1/ (kπ) .
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Bardzo nieprzyjemny przykład
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Bardzo nieprzyjemny przykład c.d.
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Bardzo nieprzyjemny przykład – lepsza część
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Pierwiastki
Obliczenia Maxima

W przedziale (0.15, 0.2) : x = 0.1591549430918953
find_root(x*\sin(1/x), x, 0.15, 0.2);

W przedziale (0.3, 0.35) : x = 0.3183098861837907
find_root(x*\sin(1/x), x, 0.3, 0.35);

W przedziale (0.0035, 0.0050) : x = 0.00497359197162173
find_root(x*\sin(1/x), x, 0.0035, 0.005);

W przedziale (0.0038, 0.0050) : x =???
find_root(x*\sin(1/x), x, 0.0038, 0.0050);

f i n d _ r o o t : f u n c t i o n h a s s a m e
s i g n a t e n d p o i n t s :
f(0.0038)=-0.002550733884004029,
f(0.005)=-0.004366486486069973
-- an error. To debug this try: debugmode(true);
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Wyjaśnienie problemu
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Równania nieliniowe
Metody znajdowania pierwiastków

Metoda bisekcji
Metoda Newtona i metoda siecznych

Zasady

Jeżeli funkcja jest ciągła w przedziale [a, b] oraz f (a) f (b) < 0, to
istnieje r ∈ (a, b) takie, że f (r) = 0.

Stąd algorytm:
1 Dzielimy przedział [a, b] na pół punktem c = a+ (b − a) /2.
2 Sprawdzamy, czy f (a) f (c) < 0 czy f (c) f (b) < 0.
3 Powtarzamy postępowanie tak długo, aż przedział w którym
znajduje się zero, ma długość mniejszą niż zadana dokładność.
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Metoda bisekcji
Metoda Newtona i metoda siecznych

Przykład

f (x) = sin x − x − 1
2

= 0

w przedziale [−3.2, 3.2].

Rozwiązanie: r ≈ 2.380061273139339
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Metoda bisekcji
Metoda Newtona i metoda siecznych

Funkcja f (x)
Wykres w przedziale [−3.2, 3.2].
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Metoda bisekcji
Metoda Newtona i metoda siecznych

Podział (1)
[0, 3.2]:
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Metoda Newtona i metoda siecznych

Przykład – podział (2)
[1.6, 3.2]:
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Metoda bisekcji
Metoda Newtona i metoda siecznych

Przykład – podział (3)
[1.6, 2.4]:
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Metoda Newtona i metoda siecznych

Przykład – podział (4)
[2.3, 2.4]:
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Metoda bisekcji
Metoda Newtona i metoda siecznych

Przykład – podział (5)
[2.35, 2.4]:
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Metody znajdowania pierwiastków

Metoda bisekcji
Metoda Newtona i metoda siecznych

Przykład – podział (6)
[2.375, 2.4]:
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Metoda bisekcji
Metoda Newtona i metoda siecznych

Przykład – podział (7)
[2.375, 2.3875]:
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Metoda bisekcji
Metoda Newtona i metoda siecznych

Przykład – podział (8)
[2.375, 2.381]:
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Metody znajdowania pierwiastków

Metoda bisekcji
Metoda Newtona i metoda siecznych

Metoda bisekcji – animacja
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Metoda bisekcji
Metoda Newtona i metoda siecznych

Metoda bisekcji – kolejne przybliżenia

xi f (xi )

0.00000 0.5000
1.60000 0.6995
2.40000 −0.0245
2.00000 0.4093
2.20000 0.2085
2.30000 0.0957
2.35000 0.0365
2.37500 0.0062
2.38125 −0.0015
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Metody znajdowania pierwiastków

Metoda bisekcji
Metoda Newtona i metoda siecznych

Metoda Newtona

Zakładamy, że istnieje druga pochodna funkcji f (x)
Niech x0 będzie przybliżeniem zera r tej funkcji.
Wyznaczamy kolejne przybliżenia zera r :

xn+1 = xn −
f (xn)

f ′ (xn)
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Metoda Newtona i metoda siecznych

Przykład 1

f (x) = sin x − x − 1
2

= 0

w przedziale [1, 3].

Pochodna

f ′ (x) = cos x − 1
2
.

Rozwiązanie: r ≈ 2.380061273139339

Pierwsze przybliżenie x0 = 2
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Metoda Newtona i metoda siecznych

Przybliżenie (1)

x1 = 2.446759635571389
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Metoda Newtona i metoda siecznych

Przybliżenie (2)

x2 = 2.381213807429787
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Kolejne przybliżenia

x0 = 2.000000000000000

x1 = 2.446759635571389

x2 = 2.381213807429787

x3 = 2.380061647086649

x4 = 2.380061273139379

Według programu Maxima:

r ≈ 2.380061273139339

28 / 37



Równania nieliniowe
Metody znajdowania pierwiastków

Metoda bisekcji
Metoda Newtona i metoda siecznych

Kolejne przybliżenia

x0 = 2.000000000000000

x1 = 2.446759635571389

x2 = 2.381213807429787

x3 = 2.380061647086649

x4 = 2.380061273139379

Według programu Maxima:

r ≈ 2.380061273139339

28 / 37



Równania nieliniowe
Metody znajdowania pierwiastków

Metoda bisekcji
Metoda Newtona i metoda siecznych

Kolejne przybliżenia – porównanie

xn przybliżenia
x0 1.500000000000000 2.000000000000000
x1 3.241345836415600 2.446759635571390
x2 2.425133621883010 2.381213807429790
x3 2.380602252702230 2.380061647086650
x4 2.380061355591100 2.380061273139380
x5 2.380061273139340 2.380061273139340

xn przybliżenia
x0 2.500000000000000 3.000000000000000
x1 2.383542558956990 2.423567572387280
x2 2.380064674904990 2.380566315343440
x3 2.380061273142600 2.380061345003650
x4 2.380061273139340 2.380061273139340
x5 2.380061273139340 2.380061273139340
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Przykład 2

f (x) = arc tg x .
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x0 = 1.7
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Metoda bisekcji
Metoda Newtona i metoda siecznych

x0 = 1.0
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Metoda bisekcji
Metoda Newtona i metoda siecznych

Przybliżenia przez kolejne xi

x0 1.7000 1.0000
x1 −2.342 −0.5708
x2 5.227 0.1169
x3 −33.91 −0.0011
x4 1772.0 0.0000

Dokładniej: dla x0 = 1.0 jest x4 = 7.963096044106416 · 10−10.
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Metoda bisekcji
Metoda Newtona i metoda siecznych

Metoda siecznych – przykład

Inna nazwa: regula falsi – fałszywe założenie o liniowości funkcji.
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Metoda siecznych – wzory

Pochodną zastępujemy przez iloraz różnicowy. Iloraz różnicowy:

f ′ (xn) ≈
f (xn)− f (xn−1)

xn − xn−1
.

Wtedy

xn+1 = xn − f (xn)
xn − xn−1

f (xn)− f (xn−1)
.

Potrzebne są dwa punkty początkowe.
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Metoda bisekcji
Metoda Newtona i metoda siecznych

Przykład

f (x) = sin x − x − 1
2

= 0

gdzie x0 = 2, x1 = 3.
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Kolejne przybliżenia

x0 = 2.000000000000000

x1 = 3.000000000000000

x2 = 2.322744610311709

x3 = 2.373098715169033

x4 = 2.380178440429179

x5 = 2.380061042152282

Według programu Maxima:

r ≈ 2.380061273139339
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