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Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Mnozenie macierzy
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Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Nieprzemienno$¢ mnozenia macierzy

Dodawanie macierzy jest przemienne, natomiast mnozenie nie jest
przemienne, nawet dla macierzy kwadratowych, to znaczy ze
réwnos¢ AB = BA nie musi zachodzi¢.
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Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Transpozycja macierzy

dil d12 ... din a1 a1 ... dml

ani dpo ... a dip a2 ... am?
A= ", AT = m

dml am2 ... dmn dln a2n ... dmn

Macierz AT nazywa sie macierza transponowana. Jej wiersze s3
kolumnami, a kolumny wierszami macierzy A.
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dil d12 ... din a1 a1 ... dml

ani dpo ... a dip a2 ... am?
A= ", AT = m

dml am2 ... dmn dln a2n ... dmn

Macierz AT nazywa sie macierza transponowana. Jej wiersze s3
kolumnami, a kolumny wierszami macierzy A.

Przyktad.
1 -1]" (1 1
1 1] ~|-11
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Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Macierz jednostkowa

Macierza jednostkowa / jest macierz

10 ...0
I:01'0,
00 ... 1

czyli macierz kwadratowa taka, ze na gtéwnej przekatnej znajduja
sie jedynki, a poza nig — zera.
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Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Macierz jednostkowa

Macierza jednostkowa / jest macierz

10 ...0
I:01'0,
00 ... 1

czyli macierz kwadratowa taka, ze na gtéwnej przekatnej znajduja
sie jedynki, a poza nig — zera.

tatwo zauwazy¢, ze IA = Al = A. Macierz jednostkowa petni przy
mnozeniu macierzy role analogiczng do jedynki przy mnozeniu
liczb.
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Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki

Rozktady macierzy

Macierz odwrotna

Macierz odwrotna A~! do macierzy kwadratowej A jest macierza
kwadratowa spetniajaca réwnanie A- A1 = A"1. A=
Przyktad. Niech

1
A= |1
1

B~ N

3
5
9

\\'
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Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki

Rozktady macierzy

Macierz odwrotna

Macierz odwrotna A~! do macierzy kwadratowej A jest macierza
kwadratowa spetniajaca réwnanie A- A1 = A"1. A=
Przyktad. Niech

1 2 3

A= |1 3 5

1 4 9

tatwo sprawdzi¢ przez mnozenie, ze

7 1
2 "3 3
Al=1-2 3 -1
1 1
: 1 3
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Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Definicja wyznacznika

Niech A bedzie macierzg kwadratowg o wymiarach n x n, a Aj;
niech bedzie podmacierza powstata z A przez skreslenie i-tego
wiersza i j-tej kolumny.
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Definicja wyznacznika

Niech A bedzie macierzg kwadratowg o wymiarach n x n, a Aj;
niech bedzie podmacierza powstata z A przez skreslenie i-tego

wiersza i j-tej kolumny.
Wyznacznik macierzy A oznaczamy przez det A i okre$lamy

rekurencyjnie:

7/47



Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Definicja wyznacznika

Niech A bedzie macierzg kwadratowg o wymiarach n x n, a Aj;
niech bedzie podmacierza powstata z A przez skreslenie i-tego
wiersza i j-tej kolumny.

Wyznacznik macierzy A oznaczamy przez det A i okre$lamy
rekurencyjnie:

1° det[a11] = a11 dla n=1,
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Definicja wyznacznika

Niech A bedzie macierzg kwadratowg o wymiarach n x n, a Aj;
niech bedzie podmacierza powstata z A przez skreslenie i-tego
wiersza i j-tej kolumny.
Wyznacznik macierzy A oznaczamy przez det A i okre$lamy
rekurencyjnie:
1° det[a11] = a11 dla n=1,
20
n n
det A=Y (—1)" ajy det Ay = > (—1)"ay;det Ay
k=1 k=1

dla n> 1.
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Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Definicja wyznacznika

Niech A bedzie macierzg kwadratowg o wymiarach n x n, a Aj;
niech bedzie podmacierza powstata z A przez skreslenie i-tego
wiersza i j-tej kolumny.
Wyznacznik macierzy A oznaczamy przez det A i okre$lamy
rekurencyjnie:
1° det[a11] = a11 dla n=1,
20
n n
det A=Y (—1)" ajy det Ay = > (—1)"ay;det Ay
k=1 k=1

dla n > 1.
Powyzsza definicja, jedna z wielu réwnowaznych, nazywa sie
definicja Laplace’a. Polega ona na rozwijaniu wyznacznika wedtug
i-tego wiersza (pierwsza suma) lub j-tej kolumny (druga suma). W
Jest wiec tez metoda obliczania wyznacznika.
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Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Oznaczenia

Jesli
ail1 a1z din
a a a
A— 21 22 2n 7
dnl dp2 ... @anpn

to wyznacznik oznaczamy réwniez jako

dil1 d12 ... din
dp1 d22 ... a
det A = n
dnl dn2 ... dnn
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Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Wyznacznik stopnia 2

‘:ad—bc.

0o
Q o
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Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Wyznacznik stopnia 3 — reguta Sarrusa

Pod wyznacznikiem dopisujemy ponownie pierwszy i drugi wiersz, a
nastepnie bierzemy sume iloczynéw po trzy elementy, (ze znakami
+ lub —) tak, jak wskazuja strzatki.

+ ¢ v =
411 d12 413
a1 ax azs
431 432 433
a11 a12 a3
a1 axz az
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Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Wyznacznik stopnia 3 — reguta Sarrusa

Pod wyznacznikiem dopisujemy ponownie pierwszy i drugi wiersz, a
nastepnie bierzemy sume iloczynéw po trzy elementy, (ze znakami
+ lub —) tak, jak wskazuja strzatki.

+ N\ v -
411 d12 413
al ax» a3
431 432 433
a1 a2 a3
a1 ax» axs
= a11a22a33 + a21332413 + 331312323

—d13422d31 — d234a32d11 — 433412421 -
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Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Mnozenie wiersza lub kolumny przez statfg

Obliczanie wyznacznikéw ufatwiaja nastepujace wtasnosci.

det A=detAT
di1r a2 ... kalj ... din dil1 412 ... din
a1 a2 ... kagj <o d2p | k dp1 d22 ... ap
anl a2 ... kapj ... am anl an2 ... ann

Witasno$¢ ta jest prawdziwa réwniez wtedy, gdy przez stata k
mnozymy wiersze macierzy.
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Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Wiersz zerowy, kolumna zerowa

Twierdzenie

Jezeli w macierzy A istnieje wiersz lub kolumna sktadajaca sie z
samych zer, to det A = 0.
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Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Wiersz zerowy, kolumna zerowa

Twierdzenie

Jezeli w macierzy A istnieje wiersz lub kolumna sktadajaca sie z
samych zer, to det A = 0.

Przyktad.

o O O O
R O
N = DN
O N O W
O DN
= O = O
N O BN
O O © W

I

o

\\'
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Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Dodanie kolumny lub wiersza

Twierdzenie

Jezeli macierz A’ zostata otrzymana z macierzy A przez dodanie do
pewnego wiersza lub kolumny innego wiersza lub kolumny
pomnozonego przez liczbe, to det A = det A.
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Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Dodanie kolumny lub wiersza

Twierdzenie

Jezeli macierz A’ zostata otrzymana z macierzy A przez dodanie do
pewnego wiersza lub kolumny innego wiersza lub kolumny
pomnozonego przez liczbe, to det A = det A.

Przyktad.
10 2 3
2 1 4 9]
1 0 2 0
4 1 8 0
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Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Dodanie kolumny lub wiersza

Twierdzenie

Jezeli macierz A’ zostata otrzymana z macierzy A przez dodanie do
pewnego wiersza lub kolumny innego wiersza lub kolumny
pomnozonego przez liczbe, to det A = det A.

Przyktad.
10 2 3 1 0 2+(—2)-1 3
21 4 9 (21 44(-2)-2 9
1020 |10 2+(-2)-1 0]
4 1 8 0 4 1 8+(-2)-4 0

\\'
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Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Dodanie kolumny lub wiersza

Twierdzenie

Jezeli macierz A’ zostata otrzymana z macierzy A przez dodanie do
pewnego wiersza lub kolumny innego wiersza lub kolumny
pomnozonego przez liczbe, to det A = det A.

Przyktad.
10 2 3 1 0 24(-2)-1 3 1 00 3
21 49 (21 44(-2)-2 9 210 9_0
1020 |1 02+(-2)-10 (1000 ~
4 1 8 0 4 1 8+(-2)-4 0 4 1 00

\\'
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Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Dalsze wtasnosci wyznacznika

Jezeli pewien wiersz w macierzy A jest suma innych wierszy
pomnozonych przez liczby, to det A = 0.
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Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Dalsze wtasnosci wyznacznika

Jezeli pewien wiersz w macierzy A jest suma innych wierszy
pomnozonych przez liczby, to det A = 0.

Przyktad.
4 2 0
01 2
4 4 4

=0,

bo wiersz trzeci powstat z dodania do wiersza pierwszego, wiersza
drugiego pomnozonego przez 2.
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Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Dalsze wtasnosci wyznacznika

Jezeli pewien wiersz w macierzy A jest suma innych wierszy
pomnozonych przez liczby, to det A = 0.

Przyktad.
4 2 0
01 2
4 4 4

=0,

bo wiersz trzeci powstat z dodania do wiersza pierwszego, wiersza
drugiego pomnozonego przez 2.

Twierdzenie
Przy zamianie dwéch wierszy lub kolumn, zmienia sie znak

wyznacznika.




Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Macierz tréjkatna

Macierz tréjkatna to macierz, w ktérej nad lub pod gtéwna
przekatna wystepuja same zera.

o Jesli zera sg nad gtéwna przekatng, to macierz trojkatna

dolna: L.
@ Jesli zera s3 pod gtéwna przekatna, to macierz tréjkatna
gérna: U.
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Macierz tréjkatna to macierz, w ktérej nad lub pod gtéwna
przekatna wystepuja same zera.

o Jesli zera sg nad gtéwna przekatng, to macierz trojkatna

dolna: L.
@ Jesli zera s3 pod gtéwna przekatna, to macierz tréjkatna
gérna: U.

Twierdzenie

Jezeli A jest macierza trojkatna, to
det A = aji1ax - an,

czyli wyznacznik macierzy tréjkatnej jest iloczynem elementéw z
gtownej przekatnej. \
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Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Macierz przekatniowa

Macierz przekatniowa to macierz, w ktérej zaréwno nad, jak i pod
gtébwna przekatna wystepuja same zera.
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Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Macierz przekatniowa

Macierz przekatniowa to macierz, w ktérej zaréwno nad, jak i pod
gtébwna przekatna wystepuja same zera.

Twierdzenie

Jezeli A jest macierza przekatniowa, to
det A = aj1a» - - am,

czyli wyznacznik macierzy przekatniowej jest iloczynem elementow
z gtéwnej przekatnej.
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Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Wyznacznik iloczynu macierzy

Twierdzenie

Jesli macierze kwadratowe A i B s3 tego samego wymiaru, to

det (AB) = (det A) (det B).
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Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Wyznacznik iloczynu macierzy

Twierdzenie

Jesli macierze kwadratowe A i B s3 tego samego wymiaru, to

det (AB) = (det A) (det B).

A

Jesli macierze trojkatne A i B s3 tego samego wymiaru n, to

det (AB) = (311822 ... a,,,,) (b11b22 ... bnn) .

.
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Przyktad

el el )
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Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Przyktad

11 1 -1
A_[l 0}’ B‘L 1}

2 0 01
as=[2 0] ea=[5 1]

detA=—1, detB=2.
det AB = det BA = —2.

\\'
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Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Rozktad LU

Niech L bedzie macierzg tréjkatna dolng, a U — macierza trdjkatna
gbrna.
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Rozktad LU

Niech L bedzie macierzg tréjkatna dolng, a U — macierza trdjkatna
gbrna.

Jesli

to A ma rozktad LU.
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Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Rozktad LU

Niech L bedzie macierzg tréjkatna dolng, a U — macierza trdjkatna
gbrna.

Jesli

to A ma rozktad LU.

Twierdzenie

Jesli macierz A ma rozktad LU, to

det A= (lirho - Inn) (urztno - - - Upp).

\\'
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Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Rozktad LU

Niech L bedzie macierzg tréjkatna dolng, a U — macierza trdjkatna
gbrna.

Jesli

to A ma rozktad LU.

Twierdzenie

Jesli macierz A ma rozktad LU, to

det A= (lirho - Inn) (urztno - - - Upp).

Problem. Kiedy dla danej macierzy A istnieje rozkfad LU? \\Y
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Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Rozktad LU c.d.

Oznaczenia:
Q@ A= [a;] — macierz kwadratowa n x n,

@ A, — podmacierz macierzy A utworzona z k pierwszych
wierszy i k pierwszych kolumn macierzy A, k=1,2,...,n—1,

20/47



Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Rozktad LU c.d.

Oznaczenia:
Q@ A= [a;] — macierz kwadratowa n x n,

@ A, — podmacierz macierzy A utworzona z k pierwszych
wierszy i k pierwszych kolumn macierzy A, k=1,2,...,n—1,

Twierdzenie

Jeslidet Ay 20 dla k=1,2,...,n—1, to istnieje jedyny rozktad
A = LU taki, ze L = [l;j] jest macierza tréjkatna dolng taka, ze
li=1dlai=1,2,...,noraz U= [uj] jest macierza tréjkatna
gorna.




Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki

Algorytm Doolittle'a

Rozktady macierzy

ujj =

i-1
ajj — Zl;kukj dla ISJ

k=1
0 dlai>j,
(3ji — i Ik Uki)

dla i <,
uji

1 dla i =,
0 dlai>j
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Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Algorytm Doolittle'a

i-1
. ajj — Zl;kukj dla ISJ
Yij = k=1
0 dlai>j,
(3ji — Sk I Uki)
dla i <,
/J.I. — uji
1 dla i =,
dlai>j

Mozna réwnoczesnie oblicza¢ k-ty wiersz U i k-ta kolumne L.

\\'
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Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Algorytm Doolittle’a — szkic uzasadnienia

LU =

uip ... Uip

coo uii
b1 0
0

1

dil1 412 ... din
ar1
as1

anl
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Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Rozktad LU — wzory

= dla i < k,
k+1 k k k : .
a,(j+):: af.j)—<a,(k)/a(k)> agg.) dlai>k+1, j>k+1,
0 dlai>k+1, j <k
U= A
a¥ /) dlai>k+1,
/ik =4q1 dla i =k,

0 dla i < k-1

\\'
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Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Rozktad LU — wzory

atk)

i dla i < k,
k+1 k k k . .
a,(j+):: af.j)—<a,(k)/a(k)> agg.) dlai>k+1, j>k+1,
0 dai>k+1, j<k
U= A
a¥ /) dlai>k+1,
/ik: 1 dla i =k,

0 dla i < k-1

Twierdzenie

Jezeli wszystkie elementy gtéwne a\X) #0, to A= LU.




Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Przyktad (1)

20 10 10
A= |10 10 9
0 10 9

Spetnione s3 zatozenia twierdzenia: det A = 100

1 0 0 uil U2 U3
L=1ht 1 0|, U=1|0 wup us
/31 /32 1 0 0 us3

\\'
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Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Przyktad (2)

Po wymnozeniu macierzy L i U oraz przyréwnaniu iloczynu do A
otrzymujemy kolejno:

u11 = 20, uip =10, u13 = 10,

1
biuin =10 = b = >

Biui; =0 — k1 =0,

hiuip + v = 10 — uxp =5,

hiuiz + 3 =9 — tp3 = 4,

Biui2 + Bouzp =10 — k2 =2,
Biuiz + houxz + uz3 =9 — uzz3 = 1.
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Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Przyktfad (3)

Ostatecznie mamy

1 0 0][20 10 10
A=LU=|3 1 0| |0 5 4
02 1/[0 0 1

\\'
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Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Przyktfad (3)

Ostatecznie mamy

1 0] [20 10 10
A=LU=|3 1 0| |0 5 4
02 1/[0 0 1
20 10 10 1 0 0] [20 10 10
det [10 10 9| =det| |3 1 O|-|0 5 4
0 10 9 021 [0 0 1
=(1-1-1)(20-5-1) = 100.

\\'
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Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Rozktad Cholesky'ego

Macierz A jest dodatnio okreslona, jesli det Ay > 0 dla kazdego k.
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Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Rozktad Cholesky'ego

Macierz A jest dodatnio okreslona, jesli det Ay > 0 dla kazdego k.

Twierdzenie

Jesli macierz A jest rzeczywista, symetryczna i dodatnio okreslona,
to ma jedyny rozktad postaci A= LLT, gdzie L jest macierza
tréjkatna dolna o elementach dodatnich na gtéwnej przekatnej.
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Algebra macierzy Dziatania na macierzach i wyznaczniki
Rozktady macierzy

Rozktad Cholesky'ego — wzory

h1 O 0

[ — /2.1 /2.2 7
: : 0
/nl /n2 /nn

gdzie

s—1
ass — § 2 dlas=1,2,...,n,
k=1

—1
[ s Zizl likclsk dl

is —
Ujj

ai=s+1,...,n.
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Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

Zapis macierzowy ukfadu réwnan liniowych (1)

Za pomoca macierzy mozna w zwarty sposob zapisywac uktady
réwnan liniowych, tzn. takich réwnan, w ktérych wszystkie
niewiadome wystepuja w pierwszej potedze. Uktad takich réwnan
ma nastepujaca postac:

aiixy + apxo + -+ ainxp = by
ax1 + axnxy + -+ apxy = by

amiX1 + amexe + -+ + amnXp = bm
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Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

Zapis macierzowy ukfadu réwnan liniowych (2)

Uktad ten mozna zapisa¢ w postaci

AX =B,
gdzie
a1l a2 ... ain X1 by
A | @ a2 ... an L X = X2 . B- by
dml 4m2 --- Qmn Xn bm

30/ 47



Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

Zapis macierzowy ukfadu réwnan liniowych (2)

Uktad ten mozna zapisa¢ w postaci

AX =B,
gdzie
a1l a2 ... ain X1 by
A | @ a2 ... an L X = X2 . B- by
dml 4m2 --- Qmn Xn bm

Jedli A jest macierza kwadratowa, to tego rozwigzanie uktadu (jesli
istnieje) mozna przedstawi¢ w postaci X = A~1B.

\\'
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Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

Najprostszy przyktad

Jesdli A jest macierza przekatniowa,

AX = B,
to

aixy = b

axnx; = b

annXn = bp
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Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

Prawie najprostszy przyktad

Jesdli A jest macierza tréjkatna dolna,

AX = B,

to
aixi = b
aix1  +  axnx = b
amiXt + ameXe + -+ amXn = bm

Mozna wtedy kolejno obliczaé rozwigzania x; dla i =1,2,... n.
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Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

Wzory Cramera

Uktad n réwnan o n niewiadomych:

aiixi + axo + -+ aipxp = by
axx1 + axnxa + -+ - + axnxn = by

an1X1 + an2xo + -+ - + apnXn = bp
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Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

Wzory Cramera

Uktad n réwnan o n niewiadomych:

aiixi + axo + -+ aipxp = by
axx1 + axnxa + -+ - + axnxn = by

an1X1 + an2xo + -+ - + apnXn = bp

czyli
AX = B.
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Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

Wzory Cramera

Uktad n réwnan o n niewiadomych:

aiixi + axo + -+ aipxp = by
axx1 + axnxa + -+ - + axnxn = by

an1X1 + an2xo + -+ - + apnXn = bp

czyli
AX = B.

Twierdzenie
Jezeli det(A) # 0, to

det(A,-)
Xj = )
det(A)
gdzie A; oznacza macierz powstata z A przez zastapienie i-tej 3
7 A\
kolumny kolumna B wyrazéw wolnych.




Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

Przyktad

Rozwiagza¢ uktad réwnan

X 4y +z =2
—Xx—2y+3z =2
2x -3y —z =1
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Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

Przyktad

Rozwiagza¢ uktad réwnan

X 4y +z =2
—Xx—2y+3z =2
2x -3y —z =1

+ N\ v =

1 1 1
-1 -2 3
det A = > 3 _1 =
1 1 1
-1 -2 3

\\'
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Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

Przyktad

Rozwiagza¢ uktad réwnan

X 4y +z =2
—Xx—2y+3z =2
2x -3y —z =1
+ N\ v =
1 1 1
-1 -2 3
detA = > 3 _1 =

1 1 1

-1 -2 3

24+3+6—(—4-9+1)=11+12=23. =
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Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

Wyznacznik Ay

Zastepujemy pierwsza kolumne kolumng wyrazéw wolnych.

+ N\ =
2 1 1
det Ay = i :g _‘;’ =
2 1 1
2 -2
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Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

Wyznacznik Ay

Zastepujemy pierwsza kolumne kolumng wyrazéw wolnych.

+ N\ =
2 1 1
det Ay = i :g _‘;’ =
2 1 1
2 -2

4-6+3—(—2-18—2)=1-+22=23.

\\'
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Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

Wyznacznik A,

Zastepujemy druga kolumne kolumna wyrazéw wolnych.

+ N\ =
12 1
det Ay = _i i _‘;’ =
12 1
-1 2 3
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Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

Wyznacznik A,

Zastepujemy druga kolumne kolumna wyrazéw wolnych.

+ N\ =
12 1
det Ay = _i i _‘;’ =
12 1
-1 2 3

—2-1412—(4+3+2)=9-9=0.

\\'
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Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

Wyznacznik Az

Zastepujemy trzecig kolumne kolumna wyrazéw wolnych.

+ N\ =
1 12
det Az = _i :gi =
1 12
-1 -2 2
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Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

Wyznacznik Az

Zastepujemy trzecig kolumne kolumna wyrazéw wolnych.

+ N\ =
1 12
det Az = _1:§i =
1 12
-1 -2 2

—246+4—(—8—-6—1)=8+15=123.

\\'
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Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

Przyktad c.d.

Wyznaczniki: det(A) = 23, det(A;) = 23, det(Az) =0,
det(A3) = 23.

\\'
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Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

Przyktad c.d.

Wyznaczniki: det(A) = 23, det(A;) = 23, det(A2) =0,

det(A3) = 23.
Poniewaz det (A) # 0, to stosujemy wzory Cramera, otrzymujac
rozwigzania:
X = det(Al) B
~ det(A) 7
. det(Ag) B
YT det(A) T
S - det(A3) 1
det(A)

\\'
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Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

Uktad réownan

Rozwigzujemy uktad réwnan

aiixi + axo + -+ + aipxp = by
axx1 + axnxa + -+ - + anxn = by

czyli

gdzie det A # 0.
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Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

Uktad réownan

Rozwigzujemy uktad réwnan

aiixi + axo + -+ + aipxp = by
axx1 + axnxa + -+ - + anxn = by

an1X1 + an2Xo + -+ - + apnXn = by

czyli
AX =B,

gdzie det A # 0.

Oznaczymy A = A B = B.
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Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

Algorytm

Zaczynamy od k =1, czyli od pierwszego wiersza
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Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

Algorytm

Zaczynamy od k =1, czyli od pierwszego wiersza
Odejmujemy dla uktadu

A0 x — (1)
dla kolejnych i = k +1,...,n wiersza k-tego, k =1,2,...,n—1,

pomnozonego przez mjx = ajk/axk. Otrzymujemy nowy uktad
réwnan z macierzami A(kT1) j p(k+1),
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Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

Algorytm

Zaczynamy od k =1, czyli od pierwszego wiersza
Odejmujemy dla uktadu

A0 x — (1)

dla kolejnych i = k +1,...,n wiersza k-tego, k =1,2,...,n—1,
pomnozonego przez mjx = ajk/axk. Otrzymujemy nowy uktad
réwnan z macierzami A(kT1) j p(k+1),

K{o)k ten powtarzamy n — 1 razy otrzymujac macierz trdjkatna
AW
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Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

Uktad réownan — przyktad

Przyktad z ksigzki D. Kincaid, W. Cheney. Analiza numeryczna.
Wydawnictwa Naukowo-Techniczne, 2006, str. 157.

6 —2 2 4][x 12
12 -8 6 10| |x | | 34
3 -13 9 3| |xs | | 27
6 41 —18 || x —38

\\'
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Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

6 -2 2 4 X1 12
12 -8 6 10 x| 34
3 =13 9 3 x3 | 27
—6 4 1 -—-18 Xa —38

\\'
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Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

6 -2 2 4 X1 12
12 -8 6 10 x| 34
3 =13 9 3 x3 | 27
—6 4 1 -—-18 Xa —38

Wy = Wy — 2wy,

\\'
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Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

6 -2 2 4 X1 12
12 -8 6 10 x| 34
3 =13 9 3 x3 | 27
—6 4 1 -—-18 Xa —38

Wy = Wp — 2W1, w3 = W3 — (1/2) wi,

\\'
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Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

6 -2 2 4 X1 12
12 -8 6 10 x| 34
3 =13 9 3 x3 | 27
—6 4 1 -—-18 Xa —38

wy i=wp — 2wy, wi = w3 — (1/2) wy, wg := wy — (—1) wy.

\\'
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Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

6 -2 2 4 X1 12
12 -8 6 10 x| 34
3 =13 9 3 x3 | 27
—6 4 1 -—-18 Xa —38

wy i=wp — 2wy, wi = w3 — (1/2) wy, wg := wy — (—1) wy.

6 22 4] [x 12
0 -4 2 2 x | | 10
0 -12 8 1 xs | | 21
0 23 14| | x —26

\\'
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Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

6 -2 2 4 X1 12
12 -8 6 10 x| 34
3 =13 9 3 x3 | 27
—6 4 1 -—-18 Xa —38

wy i=wp — 2wy, wi = w3 — (1/2) wy, wg := wy — (—1) wy.

6 22 4] [x 12
0 -4 2 2 x | | 10
0 -12 8 1 xs | | 21
0 23 14| | x —26

2,1/2,—1 — mnozniki dla pierwszego kroku eliminacji,
6 — element gtéwny. W
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Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

6 22 4][x 12
0 —42 2| |x|_| 10
0 128 1| |xs| | 21
0 23 14| | x —26

\\'
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Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

6 22 4][x 12
0 —42 2| |x|_| 10
0 128 1| |xs| | 21
0 23 14| | x —26

w3 = w3 — 3wy,

\\'
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Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

6 22 4][x 12
0 —42 2| |x|_| 10
0 128 1| |xs| | 21
0 23 14| | x —26

w3 := w3 — 3wy, wy = wg — (—1/2) ws.

\\'
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Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

6 22 4][x 12
0 —42 2| |x|_| 10
0 128 1| |xs| | 21
0 23 14| | x —26

6 22 41[x 12
0 -4 2 2| x| | 10
0 02 —5||xs| | -9
0 04 -13 || x —21

\\'
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Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

6 -2 2 4 X1
0 —4 2 2 X2
0 —-12 8 1 X3
0 2 3 —14 X4

3,—1/2 — mnozniki,
—4 — element gtéwny.

12
10
21
—26

12
10

—21

\\'
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Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

6 22 41[x 12
0 -4 2 2| x| | 10
0 02 —5||xs| | -9
0 0 4 —13 || x —21

\\'
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Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

6 22 41[x 12
0 -4 2 2| x| | 10
0 02 —5||xs| | -9
0 0 4 —13 || x —21

\\'
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Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

6 —2 2 4 X1 12
0 —4 2 2 x| 10
0 0 2 -5 x3 | -9
0 0 4 —-13 | | x4 | | 21
Wy = Wy — 2ws.
6 —2 2 477 [ x| [ 12
0 -4 2 2 x| 10
0 0 2 -5 x3 | | —9
0 0 0 =3 | [ xs | | —3

\\'
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Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

6 —2 2 4 X1 12
0 —4 2 2 x| 10
0 0 2 -5 x3 | -9
0 0 4 —-13 | | x4 | | 21
Wy = Wy — 2ws.
6 —2 2 477 [ x| [ 12
0 -4 2 2 x| 10
0 0 2 -5 x3 | | —9
0 0 0 =3 | [ xs | | —3

2 — mnoznik i element gtéwny.

\\'
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Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

Rozwigzanie

6 22 47[x 12
0 -4 2 2||x| | 10
0 02 —5||xs| | -9
0 00 -3 x -3

\\'
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Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

Rozwigzanie

6 -2 2 4 X1 12
0 -4 2 2 x | | 10
0 0 2 -5 x3 | | -9
0 00 -3 X4 -3
Obliczajac od x4 do xi:
1
. -3
] =2
1

\\'
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Zapis macierzowy, wzory Cramera

Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa
k-ty krok

r(k k k k k)

B N I B ()

(k) (k) (k) (k)
C A k1 ak(_kl)’k aka(l)d. ak(_kl)"

0 Eakk)k ‘(31,3 Zf)n
Alk) — 0o ... 0 Ap1k o try o Tkt

0 0 a,(,f) af-jk) al(:)
i 0o ... 0 ag;) afg) ag,lf,) ]

\\'
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Zapis macierzowy, wzory Cramera
Uktady réwnan liniowych Metoda eliminacji Gaussa

Btedy numeryczne

Metoda eliminacji Gaussa w przedstawionej postaci daje
rozwigzania z matym btedem, o ile tylko wartosci elementéw w
macierzy Al na gtéwnej przekatnej nie sg bliskie zeru w
poréwnaniu z innymi elementami.

W przeciwny przypadku moze powstaé znaczny btad numeryczny.

Istnienie zera na przekatnej wyklucza rozwiazanie uktadu.
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