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Teoria funkcji tworzacych Ciagi i szeregi
Funkcje tworzace

Ciagi definiowane rekurencyjnie

Przyktad.
Ciag arytmetyczny:

ap = 4,

Ak = ak—1+r,
dlak=1,2,....
Ciag geometryczny:

do = a,

dx = dk-149,

dak=1,2,.... W
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Teoria funkcji tworzacych Ciagi i szeregi
Funkcje tworzace

Granica

dn = v/ dn-1 +2a a) = \6

Jedli istnieje granica:

£ = fim 30— fim A ¥ Va2

skad
g?=g+2 — g?—-g-2=0.
Obliczamy:
A=1+4.-2=09,
Pierwiastki:
1-3 1+3
81 2 ’ 82 5

\\’
Czy ta granica istnieje?
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Teoria funkcji tworzacych Ciagi i szeregi
Funkcje tworzace

Granica — istnienie

Symbolicznie:

Numerycznie:

1.414213562373095, 1.847759065022573,

1.961570560806461, 1.990369453344394. W
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Teoria funkcji tworzacych Ciagi i szeregi
Funkcje tworzace

Granica — istnienie

Symbolicznie:

Numerycznie:

1.414213562373095, 1.847759065022573,

1.961570560806461, 1.990369453344394. W
Ciag jest rosnacy i ograniczony, wiec ma granice.
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Teoria funkcji tworzacych Ciagi i szeregi
Funkcje tworzace

Szereg liczbowy

Szereg geometryczny, a # 0:

{: 2 dalq <1,
Za

rozbiezny dla |g| > 1.

6/32



Teoria funkcji tworzacych Ciagi i szeregi
Funkcje tworzace

Szereg liczbowy

Szereg geometryczny, a # 0:

{: 2 dalq <1,
Za

rozbiezny dla |g| > 1.

Suma skonczona:
n+1
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Teoria funkcji tworzacych Ciagi i szeregi
Funkcje tworzace

Szereg potegowy
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Teoria funkcji tworzacych Ciagi i szeregi
Funkcje tworzace

Szereg potegowy
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Teoria funkcji tworzacych Ciagi i szeregi
Funkcje tworzace

Szereg potegowy

Dwumian Newtona:
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Teoria funkcji tworzacych Ciagi i szeregi
Funkcje tworzace

Szereg Taylora

n-ta pochodna:
d"x
dxn

£ (x) =

Rozwiniecie w szereg Taylora.
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Teoria funkcji tworzacych Ciagi i szeregi
Funkcje tworzace

Szereg Taylora

n-ta pochodna:
d"x
dxn

£ (x) =
Rozwiniecie w szereg Taylora.
00 n
X —a
F)=> 0: (x—a)" - V¢ (a).

Rozwiniecie w szereg Maclaurina.

(o)

F)=) ):T:f(") (0).

n=0

\\'

8/32



Teoria funkcji tworzacych Ciagi i szeregi
Funkcje tworzace

Szereg Maclaurina

Funkcja Rozwiniecie
N 14X x> X3
€ +ﬁ+§+§+"'
. X3 xP
sin x X — 31 i B
x> x4
COSs X L= o Tar
x? X3
In(1 42 ...
n(l+x) | x 5 + 3
t TIES RN
X X+ =x"+—=x>+:-
g 3% T 15

\\'
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Teoria funkcji tworzacych Ciagi i szeregi
Funkcje tworzace

Szereg formalny

Ciag ao, a1, a2, - - -

Szereg

> ot

k=0

nie musi by¢ zbiezny!
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Teoria funkcji tworzacych Ciagi i szeregi
Funkcje tworzace

Wielomian

Szereg skonczony

> ot

k=0
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Teoria funkcji tworzacych Ciagi i szeregi
Funkcje tworzace

Wielomian

Szereg skonczony
k=0

albo

gdy ax =0dla k > n.

11/32



Teoria funkcji tworzacych Ciagi i szeregi
Funkcje tworzace

Wielomian

Szereg skonczony
n

> ot

k=0

o)
E aka
k=0

albo

gdy ax =0dla k > n.

Szereg skonczony jest zawsze zbiezny — wielomian.
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Teoria funkcji tworzacych Ciagi i szeregi
Funkcje tworzace

Funkcja tworzaca (1)

Niech ax bedzie ciagiem liczbowym. Funkcja tworzaca (ang.
generating function) nazywa sie szereg formalny:

A(x) = Z aexk.
k=0

Przykfad.
o Dla ciggu ztozonego z samych jedynek, to znaczy o wyrazach

ak:]., ,
Soxh= =
1—x

k=0

@ Dla ciggu wspétczynnikéw dwumianowych, to znaczy
o wyrazach ax = (Z) dla ustalonego n,

i (Z)xk = z": (Z)xk =(1+x)". 1\

k=0 k=0
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Teoria funkcji tworzacych Ciagi i szeregi
Funkcje tworzace

Funkcja tworzaca (2)

Przyktad. c.d.

@ Dla ciggu naprzemiennego o wyrazach a, = (—1)k,
oo ) 1
N
e Dla ciagu o wyrazach a, = 2K,
Kk _ N k 1
Zz —kzo ()= 1—

\\'
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Teoria funkcji tworzacych Ciagi i szeregi
Funkcje tworzace

Dziatania na szeregach (1)

Szeregi

k=0
Mnozenie szeregu przez liczbe:
o
aA(x) =aA(x) =« Z apx® W
k=0
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Teoria funkcji tworzacych Ciagi i szeregi
Funkcje tworzace

Dziatania na szeregach (2)

Mnozenie szeregdw:
o
A(X)B(x) =D ax*,
k=0

gdzie:

k
Ck = Z a,-bk,,- 5
i=0
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Teoria funkcji tworzacych Ciagi i szeregi
Funkcje tworzace

Dziatania na szeregach (2)

Mnozenie szeregdw:
o
A(X)B(x) =D ax*,
k=0

gdzie:

k
Ck = Z a,-bk,,- 5
i=0

Jest to splot {ck} = {ak} * {bk} ciagéw {ax} i {bk}.
\\'
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Teoria funkcji tworzacych Ciagi i szeregi
Funkcje tworzace

Szereg jednostkowy i odwrotny

Szereg jednostkowy / (x) to szereg spetniajacy réwnanie:

Jest to szereg, w ktérym ag =1 oraz a; = 0 dla i # 0.

\\'
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Teoria funkcji tworzacych Ciagi i szeregi
Funkcje tworzace

Szereg jednostkowy i odwrotny

Szereg jednostkowy / (x) to szereg spetniajacy réwnanie:

Jest to szereg, w ktérym ag =1 oraz a; = 0 dla i # 0.

Szereg odwrotny A~! (x) to szereg, ktéry spetnia warunek:
AX)- A1) =A1(x)-Ax) =1 (x) .

Oczywiécie 171 (x) = I ().
Szereg | (x) jest elementem neutralnym dla mnozenia szeregéw.

\\'
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Sformutowanie zagadnienia i prosty przyktad
Rozwigzywanie rekurencji Cigg Fibonacciego i liczby Catalana

Problem

Dla dla danego ciagu {a,} spetniajacego pewne réwnanie
rekurencyjne:
an="~(an,...,an—«k)

dla catkowitych n oraz pewnego k, przy czym a_; =a_o =---

chcemy znalez¢é jawny wzér na a, jako funkcje zmiennej n.

=0,
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Sformutowanie zagadnienia i prosty przyktad
Rozwigzywanie rekurencji Cigg Fibonacciego i liczby Catalana

Rozwigzanie

@ Pomnozy¢ obie strony réwnania przez x” i zsumowac po n:
n n
g anx" = g f(any--yan—k)x",
n n

otrzymujac réwno$é postaci:
A(x) = h(A(x))-

@ Rozwiazal réwnanie ze wzgledu na A (x).

© Rozwinaé¢ A(x) w szereg potegowy. Wspdtczynniki przy x" sa
rébwne a,.
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Sformutowanie zagadnienia i prosty przyktad
Rozwigzywanie rekurencji Cigg Fibonacciego i liczby Catalana

Wieze Hanoi

Niech f (n) oznacza liczbe ruchéw koniecznych do przetozenia
krazkdw.

Liczba ruchéw Wzér rekurencyjny:

fp=2f_1 + 1.
Funkcja tworzaca F (x):
F()=) fux"=> (21 +1)x"
n=0 n=0

o0 o0 o o0
= Z 2fp_1x" + Zx” = Z 26,x" 1 + Zx”
n=0 n=0 n=0 n=0

X
= 2xF (x) + —— .
X (X)—l—l_x
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Sformutowanie zagadnienia i prosty przyktad
Rozwigzywanie rekurencji Cigg Fibonacciego i liczby Catalana

Wieze Hanoi c.d.

Réwnanie:
X

1—x"

F (x) = 2xF (x) +

Rozwiazanie:
X

(1—x)(1—2x)’

F(x)=

skad — Maxima:
niceindices(powerseries(x/((1-x)*(1-2%x)), x, 0)):

Flx)=) (2"—1)x".

n=1

co daje f, =2" — 1.
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Sformutowanie zagadnienia i prosty przyktad
Rozwigzywanie rekurencji Ciag Fibonacciego i liczby Catalana

Definicja rekurencyjna

0 dla n=0,
fh=41 dlan=1,
fo1+ fa_o dlan>1.

Réwnanie na funkcje tworzaca:

F(x)= Z fox" = Z (=1 + fa—2) x" + x
n=0 n=0

oo o0
YR YN
n=1 n=2

= Z fox™TL 4 Z fox"2 + x
n=0 n=0 _
= xF (x) + x*F (x) + x. )
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Sformutowanie zagadnienia i prosty przyktad
Rozwigzywanie rekurencji Ciag Fibonacciego i liczby Catalana

Rozwiazanie na F (x)

Rozktad na utamki proste:

A B

x—a x—b’

gdzie A= —1/v5, B=1/V5,a= (1++5) /2, b= (1-5) /2.

Po rozwinieciu w szereg potegowy obu utamkéw prostych:

L1 14vE\ (1-vB\©
KB 2 2

dla k=0,1,2... \Y

F(x) =
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Sformutowanie zagadnienia i prosty przyktad

Rozwigzywanie rekurencji Ciag Fibonacciego i liczby Catalana

Splot Fibonacciego

Znajdziemy wzér na:

n
8n = Z fkfnfk7
k=0

gdzie f, jest k-ta liczba Fibonacciego.
Ciag {gn} jest splotem ciagu {f,} ze soba.
Liczby Fibonacciego maja funkcje tworzaca:

X
F(x) = T 2
Liczby g, maja funkcje tworzaca:
G0 = (FEP = —
B C(1=—x—x2)?

\\'
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Sformutowanie zagadnienia i prosty przyktad
Rozwigzywanie rekurencji Ciag Fibonacciego i liczby Catalana

Rozwiniecie G (x)

Rozwiniecie funkcji G (x):

\\'

24/32



Sformutowanie zagadnienia i prosty przyktad
Rozwigzywanie rekurencji Ciag Fibonacciego i liczby Catalana

Rozwiniecie G (x)

Rozwiniecie funkcji G (x):

Mozna wyliczy¢:

L= 2 & 1 &
G(x) = §Z(n+1)a”x”— ngon”JrgZ(nJrl)b”x”.
n=0 n=0 n=0

’ 2nfoi1 — (n+ 1) f,
g = ; fifok = : : =
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Sformutowanie zagadnienia i prosty przyktad
Rozwigzywanie rekurencji Ciag Fibonacciego i liczby Catalana

Zréwnowazony cigg binarny

Zréwnowazony cigg binarny dtugosci 2n, to ciag zawierajacy n zer
oraz n jedynek o tej wiasnosci, ze dla kazdego k, 1 < k < 2n na
poczatkowych k pozycjach liczba zer jest nie mniejsza niz liczba
jedynek.
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Sformutowanie zagadnienia i prosty przyktad
Rozwigzywanie rekurencji Ciag Fibonacciego i liczby Catalana

Zréwnowazony cigg binarny

Zréwnowazony cigg binarny dtugosci 2n, to ciag zawierajacy n zer
oraz n jedynek o tej wiasnosci, ze dla kazdego k, 1 < k < 2n na
poczatkowych k pozycjach liczba zer jest nie mniejsza niz liczba

jedynek.
Przyktad.
e Da n =1 istnieje jeden cigg zrownowazony dfugosci 2. Jest
nim (01).

@ Dla n = 2 istnieja dwa ciagi zrébwnowazone dtugosci 4. Sa
nimi ciggi (0011) i (0101).

e Dla n = 3 istnieje pie¢ ciagéw zréwnowazonych dtugosci 6. Sa
nimi ciagi (000111), (001101), (010101), (010011) i (001011).

\\'
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Sformutowanie zagadnienia i prosty przyktad

Rozwigzywanie rekurencji Ciag Fibonacciego i liczby Catalana

Liczby Catalana

Liczby ¢, zréwnowazonych ciggéw binarnych dtugosci 2n nazywaja
sie liczbami Catalana. Zostaty one wprowadzone w XVIII wieku
przez L. Eulera, ktéry badat liczbe podziatéw wielokatéw na
tréjkaty, ale nazwe zyskaty na cze$¢ E. Ch. Catalana, ktéry
rozwazat je jako liczbe sposobéw rozmieszczen nawiaséw.
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Sformutowanie zagadnienia i prosty przyktad
Rozwigzywanie rekurencji Ciag Fibonacciego i liczby Catalana

Liczby Catalana

Liczby ¢, zréwnowazonych ciggéw binarnych dtugosci 2n nazywaja
sie liczbami Catalana. Zostaty one wprowadzone w XVIII wieku
przez L. Eulera, ktéry badat liczbe podziatéw wielokatéw na
tréjkaty, ale nazwe zyskaty na cze$¢ E. Ch. Catalana, ktéry
rozwazat je jako liczbe sposobéw rozmieszczen nawiaséw.

Liczba Catalana ¢, jest wiec liczba mozliwych rozmieszczen
nawiaséw w iloczynie liczb xgxi ... x, dla n > 0 tak, aby kolejnos¢
operacji mnozenia dwéch liczb byta wyznaczona jednoznacznie.
Kazdy nawias zamykajacy musi wystapi¢ po otwierajacym. Stad
liczba nawiaséw zamykajacych do podanej pozycji jest nie wieksza
niz liczba nawiaséw otwierajacych do tej pozycji.
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Sformutowanie zagadnienia i prosty przyktad
Rozwigzywanie rekurencji Ciag Fibonacciego i liczby Catalana

Liczby Catalana

Liczby ¢, zréwnowazonych ciggéw binarnych dtugosci 2n nazywaja
sie liczbami Catalana. Zostaty one wprowadzone w XVIII wieku
przez L. Eulera, ktéry badat liczbe podziatéw wielokatéw na
tréjkaty, ale nazwe zyskaty na cze$¢ E. Ch. Catalana, ktéry
rozwazat je jako liczbe sposobéw rozmieszczen nawiaséw.

Liczba Catalana ¢, jest wiec liczba mozliwych rozmieszczen
nawiaséw w iloczynie liczb xgxi ... x, dla n > 0 tak, aby kolejnos¢
operacji mnozenia dwéch liczb byta wyznaczona jednoznacznie.
Kazdy nawias zamykajacy musi wystapi¢ po otwierajacym. Stad
liczba nawiaséw zamykajacych do podanej pozycji jest nie wieksza
niz liczba nawiaséw otwierajacych do tej pozycji.

Tyle samo ,, przedwiaséw” co ,,zawiasow" .
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Sformutowanie zagadnienia i prosty przyktad
Rozwigzywanie rekurencji Ciag Fibonacciego i liczby Catalana

Liczby Catalana ¢ i ¢3

@ ¢ = 2, poniewaz istniejg dwie mozliwosci rozmieszczenia
nawiaséw: (xox1) x2, xo (x1x2),

@ c3 = b, poniewaz istnieje pie¢ mozliwosci rozmieszczenia
nawiasow: xg ((x1x2) x3), Xo (x1 (x2x3)), (x0x1) (x2X3),
((x0x1) x2) x3, (%0 (x1%2)) 3.
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Sformutowanie zagadnienia i prosty przyktad
Rozwigzywanie rekurencji Ciag Fibonacciego i liczby Catalana

Liczby Catalana ¢, ogdlnie

Ck = CoCk—1 + C1Ck—2 + -+ + Ck—1Co-

Przyjmiemy ¢y = 1.
Funkcja tworzaca:

C(x)= Z crx”
k=0

Prawa strona wzoru jest splotem ciagu {c;} z przesunietym ciagiem
¢/ =ci—1, ¢g =0, wiec

C(x) =xC?(x)+1,

skad
xC?(x) = C(x) +1=0. W
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Sformutowanie zagadnienia i prosty przyktad
Rozwigzywanie rekurencji Ciag Fibonacciego i liczby Catalana

Rozwigzanie

xC?(x) — C(x) +1=0.
Rozwiazujac to réwnanie ze wzgledu na C (x), otrzymujemy dla

x #0:
1+ 1 —4x

cl) = 2x

(1)

1/2

Rozwijajac (1 — 4x)™/ < w szereg Maclaurina, dostajemy:

M—l—zz <2k 2) xk.

\\'
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Sformutowanie zagadnienia i prosty przyktad
Rozwigzywanie rekurencji Ciag Fibonacciego i liczby Catalana

Liczby cx — wynik

1 /2k—2
V1i—4x=1-2 k<k_1)xk.

Aby otrzymaé rozwigzanie o dodatnich wspétczynnikach, nalezy
wybra¢ znak minus. Stad:

1—-vVI—4x N1 (2k—2\ , ;4
Co)=—"% = k(k—l)
k=1
= 1 <2k> "
:Zi X
T~ k+1\k
Ostatecznie:
o 1 2n _
" n4+1\n)/) \
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Sformutowanie zagadnienia i prosty przyktad
Rozwigzywanie rekurencji Ciag Fibonacciego i liczby Catalana

Wzér rekurencyjny

Ze wzoru
1 2n
Cch = )
" n+1\n
otrzymujemy
2(2n+1)
Ctl="1To
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Sformutowanie zagadnienia i prosty przyktad
Rozwigzywanie rekurencji Ciag Fibonacciego i liczby Catalana

Interpretacje

Liczby Catalana maja wiele interpretacji kombinatorycznych.
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Sformutowanie zagadnienia i prosty przyktad
Rozwigzywanie rekurencji Ciag Fibonacciego i liczby Catalana

Interpretacje

Liczby Catalana maja wiele interpretacji kombinatorycznych.

Liczba drzew binarnych o n wierzchotkach jest réwna n-tej liczbie
Catalana.
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Sformutowanie zagadnienia i prosty przyktad
Rozwigzywanie rekurencji Ciag Fibonacciego i liczby Catalana

Interpretacje

Liczby Catalana maja wiele interpretacji kombinatorycznych.

Liczba drzew binarnych o n wierzchotkach jest réwna n-tej liczbie
Catalana.

Liczba drég zaczynajacych sie w poczatku uktadu wspétrzednych

i konczacych sie w (0,2n) potozonych w pierwszej ¢wiartce

i ztozonych z pojedynczych odcinkéw o poczatku (x, y) oraz koncu
w punkcie (x + 1,y +1) lub (x — 1,y — 1), x,y € N, jest n-ta
liczba Catalana.
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Sformutowanie zagadnienia i prosty przyktad
Rozwigzywanie rekurencji Ciag Fibonacciego i liczby Catalana

Interpretacje

Liczby Catalana maja wiele interpretacji kombinatorycznych.

Liczba drzew binarnych o n wierzchotkach jest réwna n-tej liczbie
Catalana.

Liczba drég zaczynajacych sie w poczatku uktadu wspétrzednych

i konczacych sie w (0,2n) potozonych w pierwszej ¢wiartce

i ztozonych z pojedynczych odcinkéw o poczatku (x, y) oraz koncu
w punkcie (x + 1,y +1) lub (x — 1,y — 1), x,y € N, jest n-ta
liczba Catalana.

Podobnie liczba monotonicznych drég w kwadracie n x n.
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