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Przedstawione w tym wyktadzie algorytmy grafowe s3 jedynie
wybranymi algorytmami, ktére sa wykorzystane w dalszej czesci.
Pominieto wiele sposréd waznych i szeroko stosowanych. Jest
jednakze do dyspozycji szeroki wybér ksigzek poswieconych
algorytmom, a zwfaszcza algorytmom grafowym. S3 to miedzy
innymi T. H. Cormen, C. E. Leiserson, R. L. Rivest i C. Stein

Wprowadzenie do algorytméw | | i R. Sedgewick Algorytmy
w C++. Czes¢ 5. Grafy [Se] .
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[CLRS] T. H. Cormen, C. E. Leiserson, R. L. Rivest, C. Stein,
Wprowadzenie do algorytméw, wydanie 2,
WNT, Warszawa 2004.

[L] W. Lipski,

Kombinatoryka dla programistéw,
WNT, Warszawa 2009.

[Se] R. Sedgewick,

Algorytmy w C++. Czes¢ 5. Grafy,
Wyd. RM, Warszawa 2003
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Algorytmy przeszukiwania Przeszukiwanie wszerz
Przeszukiwanie w gtab

W gtab i wszerz

Wiele algorytméw grafowych polega na systematycznym
przeszukiwaniu wierzchotkéw grafu tak, by kazdy wierzchotek
zostat odwiedzony doktadnie raz. Najpopularniejsze to algorytm
przeszukiwania w gtab (DBF) i algorytm przeszukiwania wszerz
(BFS). Mozemy je stosowa¢ dla dowolnych graféw — skierowanych
i nieskierowanych. W dalszych rozwazaniach ograniczymy sie
jednak tylko do graféw nieskierowanych. W wyniku dziatania
algorytmu dostajemy drzewo przeszukiwan. Dwie takie procedury
s dobrze znane — metoda przeszukiwania w gtab i metoda
przeszukiwania wszerz. W obydwu metodach odwiedzamy
wszystkie wierzchotki grafu spdjnego, ale na ogdt w rézne;j
kolejnosci, przechodzac po réznych krawedziach.

W ksiazce W. Lipskiego Kombinatoryka dla programistéw |||
mozna znalez¢ Sciste, a jednoczesnie przystepne omowienie
algorytméw przeszukiwania.
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Algorytmy przeszukiwania Przeszukiwanie wszerz
Przeszukiwanie w gtab

FIFO - LIFO

Kolejka — First In First Out, FIFO.

Element, ktéry pierwszy jest pobrany do kolejki, pierwszy jest z nigj
usuniety.

5/30



Algorytmy przeszukiwania Przeszukiwanie wszerz
Przeszukiwanie w gtab

FIFO - LIFO

Kolejka — First In First Out, FIFO.

Element, ktéry pierwszy jest pobrany do kolejki, pierwszy jest z nigj
usuniety.

Stos — First In Last Out, LIFO.

Element, ktéry pierwszy jest potozony na stos, ostatni jest z niego
usuniety.

5/30



Algorytmy przeszukiwania Przeszukiwanie wszerz
Przeszukiwanie w gtab

Algorytm przeszukiwania grafu wszerz rozpoczynamy od ustalonego
wierzchotka u. Wierzchotek u, ktéry zostaje oznaczony jako
odwiedzony, umieszczamy w kolejce, a nastepnie przechodzimy do
wszystkich nieodwiedzonych wierzchotkéw z nim sasiednich,
umieszczamy je w kolejce i oznaczamy jako odwiedzone. Jedli
takich nieodwiedzonych wierzchotkéw nie ma, to usuwamy z kolejki
pierwszy wierzchotek i przechodzimy z niego do wszystkich
wierzchotkéw z nim sasiednich. Procedure powtarzamy, az kolejka
bedzie pusta. Wtedy wszystkie wierzchotki s3 odwiedzone.
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Przeszukiwanie w gtab

Algorytm przeszukiwania grafu wszerz rozpoczynamy od ustalonego
wierzchotka u. Wierzchotek u, ktéry zostaje oznaczony jako
odwiedzony, umieszczamy w kolejce, a nastepnie przechodzimy do
wszystkich nieodwiedzonych wierzchotkéw z nim sasiednich,
umieszczamy je w kolejce i oznaczamy jako odwiedzone. Jedli
takich nieodwiedzonych wierzchotkéw nie ma, to usuwamy z kolejki
pierwszy wierzchotek i przechodzimy z niego do wszystkich
wierzchotkéw z nim sasiednich. Procedure powtarzamy, az kolejka
bedzie pusta. Wtedy wszystkie wierzchotki s3 odwiedzone.

Krawedzie grafu, po ktérych przechodzimy do kolejnych

wierzchotkéw, tworza drzewo przeszukiwan grafu wszerz. Algorytm

ten nosi nazwe algorytmu przeszukiwania wszerz (ang. Breadth

First Search — BFS). @
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Algorytmy przeszukiwania Przeszukiwanie wszerz
Przeszukiwanie w gtab

Przyktad

Przeszukajmy wszerz graf G.

Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze gdy mamy mozliwosé przejscia
w kolejnym kroku do wiecej niz jednego wierzchotka, to wybieramy
wierzchotek o nizszym numerze.
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Algorytmy przeszukiwania Przeszukiwanie wszerz
Przeszukiwanie w gtab

Zaczynamy z wierzchotka 1, wstawiamy go do kolejki Q = (1)
i zaznaczamy go jako odwiedzony: W = {1}.

7 6
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Algorytmy przeszukiwania Przeszukiwanie wszerz

Przeszukiwanie w gtab

Odwiedzamy wierzchotki sasiednie 2 oraz 3, wtedy Q = (1,2,3),
W ={1,2,3},
krawedzie drzewa T = {(1,2),(1,3)}.

7 6 7 6

1 1

Nie ma innych nieodwiedzonych wierzchotkéw sasiednich z 1, wiec @
usuwamy go z kolejki: Q = (2, 3).
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Algorytmy przeszukiwania Przeszukiwanie wszerz

Przeszukiwanie w gtab

Odwiedzamy nieodwiedzone wierzchotki sasiednie z 2: wtedy
Q = (2’ 37 4? 5)’ W = {17 27 37 47 5}'
krawedzie drzewa T = {(1,2),(1,3),(2,4).(2,6)}.

7 6 7 6

1 1

Nie ma innych nieodwiedzonych wierzchotkéw sasiednich ani z 2 (W
ani z 3, wiec usuwamy je z kolejki: @ = (4,5)
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Algorytmy przeszukiwania Przeszukiwanie wszerz

Przeszukiwanie w gtab

Odwiedzamy nieodwiedzone wierzchotki sasiednie z 4: wtedy
Q=1(4,5,6,7) W={1,23,456,7},
T= {(17 2) ) (17 3) ) (27 4) ) (27 5) ) (47 6) ) (47 7)}

i 6 7 6
Py ®
4 5 49 P 5
2 3 2 ¢ > 3
1 1

Nie ma innych nieodwiedzonych wierzchotkéw sasiednich ani z 4 (\\’
ani z 5, wiec usuwamy je z kolejki: @ = (6,7)
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Algorytmy przeszukiwania Przeszukiwanie wszerz
Przeszukiwanie w gtab

Nie ma innych wierzchotkéw sasiednich ani z 6 ani z 7, wiec
usuwamy je z kolejki: @ = (). Koniec algorytmu.

7 6
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Algorytmy przeszukiwania Przeszukiwanie wszerz
Przeszukiwanie w gfab

Algorytm przeszukiwania grafu w gtab rozpoczynamy od
ustalonego wierzchotka u. Wierzchotek u zostaje oznaczony jako
odwiedzony i umieszczony na stosie, po czym przechodzimy do
nieodwiedzonego wierzchotka sasiedniego (powiedzmy, wierzchotka
v). Jedli takiego wierzchotka nie ma, to usuwamy u ze stosu

i powtarzamy procedure, rozpoczynajac od wierzchotka ze szczytu
stosu. Procedure powtarzamy, az stos bedzie pusty.
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Algorytmy przeszukiwania Przeszukiwanie wszerz
Przeszukiwanie w gfab

Algorytm przeszukiwania grafu w gtab rozpoczynamy od
ustalonego wierzchotka u. Wierzchotek u zostaje oznaczony jako
odwiedzony i umieszczony na stosie, po czym przechodzimy do
nieodwiedzonego wierzchotka sasiedniego (powiedzmy, wierzchotka
v). Jedli takiego wierzchotka nie ma, to usuwamy u ze stosu

i powtarzamy procedure, rozpoczynajac od wierzchotka ze szczytu
stosu. Procedure powtarzamy, az stos bedzie pusty.

Krawedzie grafu, po ktérych przechodzimy do kolejnych
wierzchotkéw, tworza drzewo przeszukiwan grafu w gtab. Algorytm
ten nosi nazwe algorytmu przeszukiwania w gtab (ang. Depth First
Search — DFS).
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Algorytmy przeszukiwania Przeszukiwanie wszerz
Przeszukiwanie w gfab

Przyktad

Przeszukajmy w gtab graf G.

Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze gdy mamy mozliwosé przejscia
w kolejnym kroku do wiecej niz jednego wierzchotka, to wybieramy
wierzchotek o nizszym numerze.
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Algorytmy przeszukiwania

Przeszukiwanie wszerz
Przeszukiwanie w gfab

W kolejnych krokach:

7 6

stos odwiedzone
1 1

1,2 1,2

1,2,3 1,2,3
1,2,3,5 1,2,3,5
1,2,354 1,2,3,54
123546 | 1,2,3,4,5,6
1,2,354 1,2,3,45,6
123547 |123,45,6,7
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Algorytmy przeszukiwania Przeszukiwanie wszerz
Przeszukiwanie w gfab

Algorytmy BFS i DFS s3 jednymi z najwazniejszych algorytmoéw
w teorii graféw, gdyz sg szkieletem wielu innych. Z tego tez
wzgledu s doktadnie oméwione w wielu podrecznikach.
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Algorytmy przeszukiwania Przeszukiwanie wszerz
Przeszukiwanie w gfab

Algorytmy BFS i DFS s3 jednymi z najwazniejszych algorytmoéw
w teorii graféw, gdyz sg szkieletem wielu innych. Z tego tez
wzgledu s doktadnie oméwione w wielu podrecznikach.

Zauwazmy, ze wysoko$¢ drzewa otrzymanego algorytmem BFS jest
nie wieksza niz wysoko$¢ drzewa otrzymanego algorytmem DFS.
Skrajnym przypadkiem jest graf petny K,,. Wynikiem dziatania
BFS jest gwiazda S,,, a DFS — droga P,.
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Minimalne drzewa spinajace
Minimalne drzewa spinajace i drogi Minimalne drogi

Sformutowanie problemu

Niech G = (V/, E) — graf nieskierowany, prosty, bez petli, spdjny.
Okreslona jest funkcja wagi w na zbiorze E.

w:E—>RT

czyli w(e) > 0 dla kazdej krawedzi e € E.
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Sformutowanie problemu

Niech G = (V/, E) — graf nieskierowany, prosty, bez petli, spdjny.
Okreslona jest funkcja wagi w na zbiorze E.

w:E— R
czyli w(e) > 0 dla kazdej krawedzi e € E.

Szukamy drzewa spinajacego T takiego, ze waga

W(G):Zw(e):min.

ecT

Drzewo spinajace o minimalnej wadze nazywamy minimalnym
drzewem spinajacym.
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Minimalne drzewa spinajace
Minimalne drzewa spinajace i drogi Minimalne drogi

Sformutowanie problemu

Niech G = (V/, E) — graf nieskierowany, prosty, bez petli, spdjny.
Okreslona jest funkcja wagi w na zbiorze E.

w:E - RT
czyli w(e) > 0 dla kazdej krawedzi e € E.
Szukamy drzewa spinajacego T takiego, ze waga
W(G) = Z w (e) = min.
ecT

Drzewo spinajace o minimalnej wadze nazywamy minimalnym
drzewem spinajacym.

Jezeli graf G nie jest spdjny, to szukamy minimalnego lasu W
spinajacego.
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Minimalne drzewa spinajace
Minimalne drzewa spinajace i drogi Minimalne drogi

Algorytm Kruskala

W grafie z wagami sortujemy krawedzie wg rosnacych wag.
Do drzewa T dotaczamy kolejne krawedzie tak, aby nie utworzyé
cyklu. Tak utworzone drzewo ma minimalng wage W (G).
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Minimalne drzewa spinajace
Minimalne drzewa spinajace i drogi Minimalne drogi

Algorytm Kruskala

W grafie z wagami sortujemy krawedzie wg rosnacych wag.
Do drzewa T dotaczamy kolejne krawedzie tak, aby nie utworzyé
cyklu. Tak utworzone drzewo ma minimalng wage W (G).

Uwaga 1. Jedli dwie krawedzi maja takie same wagi, sortujemy je
w dowolnej kolejnosci.

Uwaga 2. Jedli istnieja krawedzie o tych samych wagach, to
minimalne drzewo spinajace nie jest wyznaczone jednoznacznie.
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Minimalne drzewa spinajace
Minimalne drzewa spinajace i drogi Minimalne drogi

Algorytm Prima

Inna nazwa: algorytm najblizszego sasiada.
© Niech T = 0.

@ Wybieramy dowolny wierzchotek poczatkowy v; € T
i dotaczamy go do T.

© Wybieramy dowolng krawedz incydentng z v; o najnizszej
wadze i drugi koniec tej krawedzi dotaczamy do zbioru T.

Q Kolejnodlai=2,...,n—1 wybieramy dowolng krawedz ¢;
incydentng z dowolnym wierzchotkiem ze zbioru T
0 najnizszej wadze taka, ze jej drugi koniec nie nalezy do T,
i dotaczamy ten koniec do zbioru T.

© Algorytm konczy sie, gdy T = V.

\\'
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M alne drzewa spinajace
Minimalne drzewa spinajace i drogi Minimalne drogi

Uwagi

Algorytm Prima wyznaczania minimalnego drzewa spinajacego
grafu, nie wymaga ani sortowania krawedzi ani sprawdzania
istnienia cykli w kazdym kroku.
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Uwagi

Algorytm Prima wyznaczania minimalnego drzewa spinajacego
grafu, nie wymaga ani sortowania krawedzi ani sprawdzania
istnienia cykli w kazdym kroku.

Algorytm Prima wyznacza minimalne drzewo spinajace zawierajace
krawedzie e1, €, ..., €ep_1.
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Minimalne drzewa spinajace
Minimalne drzewa spinajace i drogi Minimalne drogi

Uwagi

Algorytm Prima wyznaczania minimalnego drzewa spinajacego
grafu, nie wymaga ani sortowania krawedzi ani sprawdzania
istnienia cykli w kazdym kroku.

Algorytm Prima wyznacza minimalne drzewo spinajace zawierajace
krawedzie e1, €, ..., €ep_1.

Najgorszy przypadek dla powyzszego algorytmu pojawia sie, gdy
graf G jest grafem petnym. W takiej sytuacji w kazdym kroku
algorytmu musimy przeprowadzi¢ maksymalnga liczbe poréwnan,
aby znalez¢ najblizszy sasiedni wierzchotek.
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Minimalne drzewa spinajace
Minimalne drzewa spinajace i drogi Minimalne drogi

Uwagi

Algorytm Prima wyznaczania minimalnego drzewa spinajacego
grafu, nie wymaga ani sortowania krawedzi ani sprawdzania
istnienia cykli w kazdym kroku.

Algorytm Prima wyznacza minimalne drzewo spinajace zawierajace
krawedzie e1, €, ..., €ep_1.

Najgorszy przypadek dla powyzszego algorytmu pojawia sie, gdy
graf G jest grafem petnym. W takiej sytuacji w kazdym kroku
algorytmu musimy przeprowadzi¢ maksymalnga liczbe poréwnan,
aby znalez¢ najblizszy sasiedni wierzchotek.

Jesli G jest grafem niespdjnym, to dla wyznaczenia minimalnego
lasu nalezy algorytm Prima zastosowa¢ dla kazdej sktadowe;j
oddzielnie.
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Przyktad

M alne drzewa spinajace
Minimalne drzewa spinajace i drogi Minimalne drogi

U1

V4 U3

21/30



Minimalne drzewa spinajace
Minimalne drzewa spinajace i drogi Minimalne drogi

Algorytmy zachtanne

Algorytm zachtanny (ang. greedy algorithm) — w kazdym kroku
algorytmu musimy dokonaé jednego z wielu mozliwych wyboréw.
Stosujac strategie zachtanng, dokonujemy wyboru, ktéry jest

w danej chwili najlepszy.
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Minimalne drzewa spinajace
Minimalne drzewa spinajace i drogi Minimalne drogi

Algorytmy zachtanne

Algorytm zachtanny (ang. greedy algorithm) — w kazdym kroku
algorytmu musimy dokonaé jednego z wielu mozliwych wyboréw.
Stosujac strategie zachtanng, dokonujemy wyboru, ktéry jest

w danej chwili najlepszy.

Algorytm Kruskala i algorytm Prima s3 przyktadami zachtannych
algorytméw optymalizacyjnych

22/30



Minimalne drzewa spinajace
Minimalne drzewa spinajace i drogi Minimalne drogi

Zachtanno$¢ moze by¢ szkodliwa

Dana jest macierz:

1 3 3
2 49 51
4 51 50

Mamy wybraé trzy elementy, wszystkie z réznych wierszy i kolumn.
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Zachtanno$¢ moze by¢ szkodliwa

Dana jest macierz:

1 3 3
2 49 51
4 51 50

Mamy wybraé trzy elementy, wszystkie z réznych wierszy i kolumn.

Zachtannie:
ai1 + ax + as3 = 100.
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Minimalne drzewa spinajace
Minimalne drzewa spinajace i drogi Minimalne drogi

Zachtanno$¢ moze by¢ szkodliwa

Dana jest macierz:

1 3 3
2 49 51
4 51 50
Mamy wybraé trzy elementy, wszystkie z réznych wierszy i kolumn.
Zachtannie:
ai1 + ax + as3 = 100.
Optymalnie:

ar] + aio + azz = bb.
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Minimalne drzewa spinajace
Minimalne drzewa spinajace i drogi Minimalne drogi

Historia

Algorytm zachtanny generujacy minimalne drzewo spinajace
zawdzieczamy J. B. Kruskalowi (1956).

Algorytm wyznaczajacy minimalne drzewo spinajace metoda
najblizszego sasiada zostat odkryty w 1930 roku przez czeskiego
matematyka V. Jarnika, a nastepnie ponownie odkryty w 1957
roku przez R. C. Prima oraz niezaleznie w 1959 roku przez
holenderskiego informatyka E. Dijkstre.
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Minimalne drzewa spinajace
Minimalne drzewa spinajace i drogi Minimalne drogi

Dtugos¢ wazona drogi

Dtugoscia wazona drogi (uo, U1, ..., u,) w grafie G (V, E)
o nieujemnych wagach krawedzi (tukéw) e € E jest suma wag
krawedzi tej drogi.
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Dtugos¢ wazona drogi

Dtugoscia wazona drogi (uo, U1, ..., u,) w grafie G (V, E)
o nieujemnych wagach krawedzi (tukéw) e € E jest suma wag
krawedzi tej drogi.

Do znajdowania najkrétszej drogi wazonej z ustalonego
wierzchotka u w grafie G (V, E) o nieujemnych wagach krawedzi
e € E stuzy algorytm opracowany przez E. Dijkstre.
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Dtugos¢ wazona drogi

Dtugoscia wazona drogi (uo, U1, ..., u,) w grafie G (V, E)
o nieujemnych wagach krawedzi (tukéw) e € E jest suma wag
krawedzi tej drogi.

Do znajdowania najkrétszej drogi wazonej z ustalonego
wierzchotka u w grafie G (V, E) o nieujemnych wagach krawedzi
e € E stuzy algorytm opracowany przez E. Dijkstre.

Algorytm ten znajduje w grafie wszystkie najkrotsze drogi
pomiedzy wyrdznionym wierzchotkiem u a wszystkimi pozostatymi,
dodatkowo wyliczajac dtugosé kazdej z tych drég. Algorytm
Dijkstry jest rowniez przyktadem algorytmu zachtannego.

Sformutujemy go dla graféw nieskierowanych.
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Minimalne drzewa spinajace
Minimalne drzewa spinajace i drogi Minimalne drogi

Algorytm Dijkstry

Tworzymy dwa zbiory wierzchotkdw @ i S. W trakcie algorytmu
bedziemy tworzy¢ funkcje d (v) > 0 okreslong na V i funkcje p(v)
okreslong na V' \ u o wartosciach w V. Wierzchotek u jest
jedynym wierzchotkiem poczatkowym.
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Algorytm Dijkstry

Tworzymy dwa zbiory wierzchotkdw @ i S. W trakcie algorytmu
bedziemy tworzy¢ funkcje d (v) > 0 okreslong na V i funkcje p(v)
okreslong na V' \ u o wartosciach w V. Wierzchotek u jest
jedynym wierzchotkiem poczatkowym.

Q@ Niech @ =V, S=0.

\\'
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Algorytm Dijkstry

Tworzymy dwa zbiory wierzchotkdw @ i S. W trakcie algorytmu
bedziemy tworzy¢ funkcje d (v) > 0 okreslong na V i funkcje p(v)
okreslong na V' \ u o wartosciach w V. Wierzchotek u jest
jedynym wierzchotkiem poczatkowym.

Q@ Niech @ =V, S=0.

@ Dla kazdego v € V' \ u przyjmujemy d (v) = oo oraz
d(u) =0.

© Funkcja p(v) jest niezdefiniowana dla wszystkich v € V.
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bedziemy tworzy¢ funkcje d (v) > 0 okreslong na V i funkcje p(v)
okreslong na V' \ u o wartosciach w V. Wierzchotek u jest
jedynym wierzchotkiem poczatkowym.

Q@ Niech @ =V, S=0.

@ Dla kazdego v € V' \ u przyjmujemy d (v) = oo oraz
d(u) =0.

© Funkcja p(v) jest niezdefiniowana dla wszystkich v € V.

© Powtarzamy ponizsze kroki algorytmu, az Q = ().

©® Woybieramy w Q wierzchotek o najmniejszym d (v), usuwamy
go z Q i dodajemy do S.
@ Dla kazdego t € ' (v) N Q, jesli d (t) > d (v) + w (v, t), to
d(t)=d(v)+w(v,t).
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@ Dla kazdego t € ' (v) N Q, jesli d (t) > d (v) + w (v, t), to
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Uwagi

W wyniku dziatania tego algorytmu ciag wierzchotkéw
vivi=p(v), o =p(v1),...,u= p(vn) jest najkrétsza droga
z wierzchotka v do poczatkowego wierzchotka u.
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Uwagi

W wyniku dziatania tego algorytmu ciag wierzchotkéw
vivi=p(v), o =p(v1),...,u= p(vn) jest najkrétsza droga
z wierzchotka v do poczatkowego wierzchotka u.

Dla wybrania z @ wierzchotka v o najmniejszym d (v) najlepiej

przyjaé, ze @ jest uporzadkowany tak jak przy przeszukiwaniu
grafu metoda BFS.
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Minimalne drzewa spinajace i drogi Minimalne drogi
Przyktad

() 9 v3 8§ U4

3 4 8

1
U1 1 5 &g 1 Us
5

7 2 2

Vs 2 vr 5 Ve

Najkrotsza drogg wazona od vi do vs jest ciag
(vi,v2, vg, V7, Vo, va, Ve, v5). Wazona dtugos¢ tej drogi jest réwna
12, a dtugos¢ niewazona jest réwna 7.
Dtugos¢ zas najkrétszej drogi niewazonej jest réwna 4, a taka
droga jest na przyktad cigg vi, vo, v3, v4, v5. Dtugos¢ wazona tej @
drogi wynosi 28.
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Przyktad (1)

Aby zastosowa¢ algorytm Dijkstry, ustalamy najpierw algorytmem
BFS zbiér (kolejke) Q (wiersz pierwszy) i nadajemy wartosci

z kroku 2 w algorytmie (wiersz drugi).

W kolejnych krokach algorytmu, idac z kolejnych wierzchotkéw v
z kolejki @, wierzchotki t € VT (v) grafu otrzymuja wartosci d (t).
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Przyktad (2)

Minimalne drzewa spinajace
Minimalne drogi

Vi Vo Vs V3 V7 V4 Vo Ve Vi

0 o0 00 00 O 0O OO 00 OO

vi 0 3 7 00 o0 o0 o0 00 o0
vw 0 3 4 12 8 00 o0 o o0
v 0 3 4 12 6 o0 o0 o0 o0
v 0 3 4 12 6 20 16 o©o o0
vv 0 3 4 12 6 20 8 11 o0
vvw 0 3 4 12 6 9 8 11 o0
vw 0 3 4 12 6 9 8 10 17
ve 0 3 4 12 6 7 6 10 12
Vi Vo Vo Vg Vo V7 V4 Ve
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