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Ptaskos¢ grafow Twierdzenie Kuratowskiego
Obszary ptaszczyzny i dualnosé

Rysowanie na ptaszczyznie

Graf mozna narysowaé na ptaszczyznie:
@ Wierzchotki reprezentujemy przez punkty (kétka) na
pfaszczyznie.
o Krawedzie reprezentujemy przez odcinki lub krzywe faczace
wierzchotki.

o tuki reprezentujemy przez strzatki (odcinki lub krzywe
zakonczone grotem) od poczatku do konca tuku.
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Ptaskos¢ grafow Twierdzenie Kuratowskiego
Obszary ptaszczyzny i dualnosé

Ptaskos¢ i planarnosé

Graf pfaski to graf, ktéry jest narysowany na ptaszczyznie bez
przecied.
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Ptaskos¢ grafow Twierdzenie Kuratowskiego
Obszary ptaszczyzny i dualnosé

Ptaskos¢ i planarnosé

Graf pfaski to graf, ktéry jest narysowany na ptaszczyznie bez
przecied.

Graf planarny to graf, ktéry mozna narysowac na ptaszczyznie
bez przeciec.
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Ptaskos¢ grafow Twierdzenie Kuratowskiego
Obszary ptaszczyzny i dualnosé

K, — graf planarny

K4 narysowany jako nieptaski i jako ptaski na dwa sposoby.
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Ptaskos¢ grafow Twierdzenie Kuratowskiego
Obszary ptaszczyzny i dualnosé

K, — graf planarny

K4 narysowany jako nieptaski i jako ptaski na dwa sposoby.

Whiosek: Kj jest planarny.
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Ptaskos¢ grafow Twierdzenie Kuratowskiego
Obszary ptaszczyzny i dualnosé

Jedli e jest krawedzig grafu G, to G \ e oznacza graf otrzymany
przez usuniecie krawedzi e.

5/37



Ptaskos¢ grafow Twierdzenie Kuratowskiego
Obszary ptaszczyzny i dualnosé

Jedli e jest krawedzig grafu G, to G \ e oznacza graf otrzymany
przez usuniecie krawedzi e.

Jedli v jest wierzchotkiem grafu G, to G \ v oznacza graf
otrzymany przez usuniecie wierzchotka v.

5/37



Ptaskos¢ grafow Twierdzenie Kuratowskiego
Obszary ptaszczyzny i dualnosé

Jedli e jest krawedzig grafu G, to G \ e oznacza graf otrzymany
przez usuniecie krawedzi e.

Jedli v jest wierzchotkiem grafu G, to G \ v oznacza graf
otrzymany przez usuniecie wierzchotka v.

G /e oznacza graf otrzymany przez Sciagniecie krawedzi e, czyli
usuniecie jej koncéw v oraz w i zastapienie ich przez nowy
wierzchotek u incydentny z tymi krawedziami (réznymi od e), ktére
byty incydentne z v lub w.
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Ptaskos¢ grafow Twierdzenie Kuratowskiego
Obszary ptaszczyzny i dualnosé

Jedli e jest krawedzig grafu G, to G \ e oznacza graf otrzymany
przez usuniecie krawedzi e.

Jedli v jest wierzchotkiem grafu G, to G \ v oznacza graf
otrzymany przez usuniecie wierzchotka v.

G /e oznacza graf otrzymany przez Sciagniecie krawedzi e, czyli
usuniecie jej koncéw v oraz w i zastapienie ich przez nowy
wierzchotek u incydentny z tymi krawedziami (réznymi od e), ktére
byty incydentne z v lub w.

Minorem grafu G = (V/, E) nazywamy graf otrzymany przez
kolejne operacje $ciggniecia i usuniecia krawedzi.
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Ptaskos¢ grafow Twierdzenie Kuratowskiego
Obszary ptaszczyzny i dualnosé

Minor — przyktad

Graf G z usunieciem G \ e i $ciagnieciem G /e przez krawedz e.
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Ptaskos¢ grafow Twierdzenie Kuratowskiego
Obszary ptaszczyzny i dualnosé

Minor — przyktad

Graf G z usunieciem G \ e i $ciagnieciem G /e przez krawedz e.

——

G\e Gle
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Ptaskos¢ grafow Twierdzenie Kuratowskiego
Obszary ptaszczyzny i dualnosé

Grafy K, i K

K, = (V, E): kazde dwa wierzchotki nalezace do V, |V| = n, s3
potfaczone krawedzig e € E.

Kmn= (VAU Vo, E): ViN Vo =10, |Vi| = m, | V2| = nkazde dwa

wierzchotki — jeden z V4, drugi z V» s3 potaczone krawedzia, a
zadne dwa wierzchotki z V; nie s3 potaczone.

\\'

7/37



Ptaskos¢ grafow Twierdzenie Kuratowskiego
Obszary ptaszczyzny i dualnosé
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Ptaskos¢ grafow Twierdzenie Kuratowskiego
Obszary ptaszczyzny i dualnosé

Grafy Maxima

(%i1) load ("graphs")
(%i2) K5:complete_graph (5)
(%02) GRAPH(5 vertices, 10 edges)

(%Ii3) draw_graph(K5)
(%03) done

(%i4) K33:complete_bipartite_graph (3,3)
(%04) GRAPH(6 vertices, 9 edges)

(%i5) draw_graph(K33)
(%05) done

(%i6) P:petersen_graph ()
(%06) GRAPH(10 vertices, 15 edges)

(%i12) draw_graph(P)
(%012) done
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Ptaskos¢ grafow Twierdzenie Kuratowskiego
Obszary ptaszczyzny i dualnosé

Twierdzenie

W 1930 roku K. Kuratowski udowodnit stynne twierdzenie, ktére
mowi, ze graf jest planarny wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera
minora, ktérym jest K33 lub Ks.
Z twierdzenia Kuratowskiego wynika, ze ptasko$¢ grafu jest
wiasnoscia tylko kombinatoryczng, ktéra nazwali$my planarnoscia,
i nie odwotuje sie do geometrycznego pojecia ptaszczyzny. Wobec
tego mozna zdefiniowa¢ graf planarny tylko kombinatorycznie.
Grafem planarnym nazywamy graf, ktéry nie zawiera jako
podgrafu minora izomorficznego z Ks lub K3 3.
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Ptaskos¢ grafow Twierdzenie Kuratowskiego
Obszary ptaszczyzny i dualnosé

Graf Petersena
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Ptaskos¢ grafow Twierdzenie Kuratowskiego
Obszary ptaszczyzny i dualnosé

Graf Petersena — minor — Kjs

{
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Ptaskos¢ grafow Twierdzenie Kuratowskiego
Obszary ptaszczyzny i dualnosé

Uwagi o grafach planarnych

Kazdy podgraf grafu planarnego jest grafem planarnym.
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Ptaskos¢ grafow Twierdzenie Kuratowskiego
Obszary ptaszczyzny i dualnosé

Uwagi o grafach planarnych

Kazdy podgraf grafu planarnego jest grafem planarnym.

Kazdy graf zawierajacy podgraf nieplanarny sam musi by¢
nieplanarny.

Kazdy graf zawierajacy K33 lub Ks jako podgraf jest grafem
nieplanarnym, co wiecej, kazdy graf nieplanarny musi zawiera¢ jako
minor co najmniej jeden z nich.
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Ptaskos¢ grafow Twierdzenie Kuratowskiego
Obszary ptaszczyzny i dualnosé

Obszary

Obszarem ($ciang) grafu ptaskiego nazywamy cze$é ptaszczyzny
wyznaczong przez krawedzie danego grafu.
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Obszary

Obszarem ($ciang) grafu ptaskiego nazywamy cze$é ptaszczyzny
wyznaczong przez krawedzie danego grafu.

Kazdy graf ptaski posiada jeden nieograniczony obszar zwany
obszarem zewnetrznym.
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Obszary

Obszarem ($ciang) grafu ptaskiego nazywamy cze$é ptaszczyzny
wyznaczong przez krawedzie danego grafu.

Kazdy graf ptaski posiada jeden nieograniczony obszar zwany
obszarem zewnetrznym.

W 1750 roku L. Euler udowodnit

Twierdzenie

Niech G bedzie grafem ptaskim majacym n wierzchotkéw, m
krawedzi, f obszaréw oraz k sktadowych.
Wtedy n— m+f = k+ 1.
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Obszary ptaszczyzny i dualnosé

Obszary

Obszarem ($ciang) grafu ptaskiego nazywamy cze$é ptaszczyzny
wyznaczong przez krawedzie danego grafu.

Kazdy graf ptaski posiada jeden nieograniczony obszar zwany
obszarem zewnetrznym.

W 1750 roku L. Euler udowodnit

Twierdzenie

Niech G bedzie grafem ptaskim majacym n wierzchotkéw, m
krawedzi, f obszaréw oraz k sktadowych.
Wtedy n— m+f = k+ 1.

Niech G bedzie sp6jnym grafem pfaskim, majacym n wierzchotkéw,
m krawedzi oraz f obszarow. Wtedy n— m+ f = 2.




Ptaskos¢ grafow Twierdzenie Kuratowskiego
Obszary ptaszczyzny i dualnosé

Grafy ptaskie izomorficzne

Grafy ptaskie Gy i G, s3 izomorficzne — obszary s3 rézne.

16 /37



Ptaskos¢ grafow Twierdzenie Kuratowskiego
Obszary ptaszczyzny i dualnosé

Graf dualny do ptaskiego

W kazdym obszarze grafu ptaskiego G umieszczamy wierzchotek
grafu G*.
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Graf dualny do ptaskiego

W kazdym obszarze grafu ptaskiego G umieszczamy wierzchotek
grafu G*.

Wierzchotki grafu G* taczymy krawedzia, jesli obszary
odpowiadajac tym wierzchotkom maja wspélna granice.
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Ptaskos¢ grafow Twierdzenie Kuratowskiego
Obszary ptaszczyzny i dualnosé

Graf dualny do ptaskiego

W kazdym obszarze grafu ptaskiego G umieszczamy wierzchotek
grafu G*.

Wierzchotki grafu G* taczymy krawedzia, jesli obszary
odpowiadajac tym wierzchotkom maja wspélna granice.

Przez kazda graniczng krawedz grafu G przechodzi krawedz grafu
G*.

Graf G* jest ptaski (i oczywiscie planarny).

17/37



Ptaskos¢ grafow Twierdzenie Kuratowskiego
Obszary ptaszczyzny i dualnosé

Graf ptaski G;
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Ptaskos¢ grafow Twierdzenie Kuratowskiego
Obszary ptaszczyzny i dualnosé

Konstrukcja grafu dualnego (1)
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Ptaskos¢ grafow Twierdzenie Kuratowskiego
Obszary ptaszczyzny i dualnosé

Konstrukcja grafu dualnego (2)
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Ptaskos¢ grafow Twierdzenie Kuratowskiego
Obszary ptaszczyzny i dualnosé

Graf dualny Gy
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Ptaskos¢ grafow Twierdzenie Kuratowskiego
Obszary ptaszczyzny i dualnosé

Graf ptaski G
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Ptaskos¢ grafow Twierdzenie Kuratowskiego
Obszary ptaszczyzny i dualnosé

Graf dualny G;
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Liczba chromatyczna
Kolorowanie graféow Twierdzenie o czterech barwach

Definicja

Graf bez petli G jest k-kolorowalny prawidtowo, jesli kazdemu
wierzchotkowi mozna przyporzadkowac jeden z k koloréw w taki
sposéb, ze wierzchotki sgsiednie maja rézne kolory.
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Liczba chromatyczna
Kolorowanie graféow Twierdzenie o czterech barwach

Definicja

Graf bez petli G jest k-kolorowalny prawidtowo, jesli kazdemu
wierzchotkowi mozna przyporzadkowac jeden z k koloréw w taki
sposéb, ze wierzchotki sgsiednie maja rézne kolory.

Przez x (G) oznaczamy liczbe chromatyczng grafu G, czyli
minimalna wartos$¢ k, dla ktérej graf jest k-kolorowalny prawidtowo.

24 /37



Liczba chromatyczna
Kolorowanie graféow Twierdzenie o czterech barwach

Przyktad kolorowanania

2
1 — czerwony
2 — niebieski
1 1 .
3 — zielony
4 — 26ty
4
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Liczba chromatyczna
Kolorowanie graféow Twierdzenie o czterech barwach

Przyktad kolorowanania

2
1 — czerwony
2 — niebieski
1 1 .
3 — zielony
4 — 26ty
4

Wierzchotki grafu G mozna pokolorowac czterema kolorami, a nie
mozna trzema, wiec jego liczba chromatyczna x (G) = 4.
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Liczba chromatyczna
Kolorowanie graféow Twierdzenie o czterech barwach

Twierdzenia Brooksa i Vizinga

W 1941 roku R. L. Brooks udowodnit ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie

Jezeli G jest spojnym grafem prostym, w ktérym najwiekszy
stopien wierzchotka jest réwny k, nie jest grafem petnym ani
cyklem o nieparzystej dtugosci, to graf G jest k-kolorowalny.
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Kolorowanie graféow Twierdzenie o czterech barwach

Twierdzenia Brooksa i Vizinga

W 1941 roku R. L. Brooks udowodnit ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie

Jezeli G jest spojnym grafem prostym, w ktérym najwiekszy
stopien wierzchotka jest réwny k, nie jest grafem petnym ani
cyklem o nieparzystej dtugosci, to graf G jest k-kolorowalny.

W 1964 roku V. G. Vizing podat nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie

Jezeli najwiekszy stopien wierzchotka grafu G jest rowny k, to graf
G jest (k + 1)-kolorowalny.




Liczba chromatyczna
Kolorowanie graféow Twierdzenie o czterech barwach

Wielomian chromatyczny

Niech G bedzie grafem prostym i niech P (G; k) bedzie liczba
sposobéw prawidtowego pokolorowania wierzchotkéw grafu G za
pomoca k koloréw.
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Wielomian chromatyczny

Niech G bedzie grafem prostym i niech P (G; k) bedzie liczba
sposobéw prawidtowego pokolorowania wierzchotkéw grafu G za
pomoca k koloréw.

Funkcje P (G; k) nazywamy funkcja chromatyczng grafu G.
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Liczba chromatyczna
Kolorowanie graféow Twierdzenie o czterech barwach

Wielomian chromatyczny

Niech G bedzie grafem prostym i niech P (G; k) bedzie liczba
sposobéw prawidtowego pokolorowania wierzchotkéw grafu G za
pomoca k koloréw.

Funkcje P (G; k) nazywamy funkcja chromatyczng grafu G.

Funkcja chromatyczna grafu prostego jest wielomianem, dlatego
P (G; k) nazywamy wielomianem chromatycznym grafu G.

Jezeli G = 3 jest trojkatem, to:
P(G;k)=k(k—1)(k—2).

Dowolny wierzchotek kolorujemy jednym z k koloréw, drugi —
jednym z k — 1 koloréw (innym niz k-ty), a trzeci — dowolnym W
z pozostatych k — 2 koloréw.
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Liczba chromatyczna
Kolorowanie graféow Twierdzenie o czterech barwach

Kolorowanie on-line

Kolejne wierzchotki s3 dotaczane do grafu.

Nowy wierzchotek jest kolorowany kolorem o mozliwie najnizszym
numerze tak, aby kolorowanie byto prawidtowe.

Wierzchotek raz pokolorowany nie moze zmieni¢ koloru.
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Liczba chromatyczna
Kolorowanie graféow Twierdzenie o czterech barwach

Kolorowanie on-line

Kolejne wierzchotki s3 dotaczane do grafu.

Nowy wierzchotek jest kolorowany kolorem o mozliwie najnizszym
numerze tak, aby kolorowanie byto prawidtowe.

Wierzchotek raz pokolorowany nie moze zmieni¢ koloru.

Zastosowanie. Kolejne wezty s3 dotaczane do sieci.
Dotaczony wezet otrzymuje identyfikator, ktéry powinien mie
mozliwie najnizszy numer rézny od identyfikatoréw weztéw z
ktérymi bedzie potaczony.
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Liczba chromatyczna
Kolorowanie graféow Twierdzenie o czterech barwach

Przyktad — graf

Kolorujemy kolejne wierzchotki w kolejnosci koloréw R, B, G.

3
VR
; )
1 4 -
4 A
N
2
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Liczba chromatyczna
Kolorowanie graféow Twierdzenie o czterech barwach

Przyktad — graf pokolorowany

30/37



Liczba chromatyczna
Kolorowanie graféow Twierdzenie o czterech barwach
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Kolorowanie graféow Twierdzenie o czter rech b arwach

Kolejnos¢ 12345678










Liczba chromatyczna
Kolorowanie graféow Twierdzenie o czterech barwach

Mapy do teorii graféw zostaty wprowadzone przez jednego

z najwiekszych specjalistow kombinatoryki XX wieku, W. Tutte'a.
Formalne zdefiniowanie tych obiektéw miato na celu doktadniejsze
zbadanie jednego z najwazniejszych probleméw XX wieku —
problemu czterech barw.

Pierwsza definicje mapy (jako reprezentacje grafu na ptaszczyznie,
na ktorej nie wystepuja przeciecia krawedzi) stworzyt J. Edmonds.
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Liczba chromatyczna
Kolorowanie graféow Twierdzenie o czterech barwach

Zatézmy, ze dana jest mapa przedstawiajaca wiele panstw.

Interesuje nas odpowiedz na pytanie: iloma kolorami mozna
pokolorowaé te mape tak, by zadne dwa panstwa majace wspdlng
granice niezerowej dtugosci nie byty pokolorowane tym samym
kolorem?

Jezeli zbiér panstw bedzie zbiorem wierzchotkéw grafu i dwa
wierzchotki bedg potaczone krawedzia, jesli te panstwa ze soba
granicza, to problem pokolorowania mapy jest problemem
pokolorowania grafu planarnego.
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Liczba chromatyczna
Kolorowanie graféow Twierdzenie o czterech barwach

Kolorowanie grafu ptaskiego

Jednym z najstynniejszych twierdzen dotyczacych kolorowania map
jest sformutowane ponizej twierdzenie o czterech barwach.

Twierdzenie
Kazdy graf planarny jest 4-kolorowalny.
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Kolorowanie grafu ptaskiego

Jednym z najstynniejszych twierdzen dotyczacych kolorowania map
jest sformutowane ponizej twierdzenie o czterech barwach.

Twierdzenie

Kazdy graf planarny jest 4-kolorowalny.

Twierdzenie o czterech barwach méwi, ze kazda ptaska mape
mozna pokolorowaé czterema kolorami tak, ze kazde dwa stykajace
sie obszary beda miaty rézne kolory.

37/37



Liczba chromatyczna
Kolorowanie graféow Twierdzenie o czterech barwach

Kolorowanie grafu ptaskiego

Jednym z najstynniejszych twierdzen dotyczacych kolorowania map
jest sformutowane ponizej twierdzenie o czterech barwach.

Twierdzenie

Kazdy graf planarny jest 4-kolorowalny.

Twierdzenie o czterech barwach méwi, ze kazda ptaska mape
mozna pokolorowaé czterema kolorami tak, ze kazde dwa stykajace
sie obszary beda miaty rézne kolory.

Dowdd ze wspomaganiem komputera podali K. |. Appel

i W. Haken dopiero w 1976 roku, a wiec ponad sto lat po
sformutowaniu problemu.
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