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Cykle Grafy Eulera i Hamiltona
Turnieje

Cykl Eulera

Droga Eulera w grafie skierowanym lub nieskierowanym to droga
zawierajaca wszystkie krawedzie lub tuki grafu, kazda doktadnie
raz. Cykl Eulera to cykl zawierajacy wszystkie krawedzie lub tuki
grafu. Graf, w ktérym istnieje cykl Eulera, nazywamy grafem
eulerowskim, a gdy istnieje tylko droga Eulera — grafem
péteulerowskim.
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Cykle Grafy Eulera i Hamiltona
Turnieje

Cykl Eulera — wtasnosci

W 1736 roku L. Euler podat warunek konieczny i dostateczny na
to, aby graf byt eulerowski.

Twierdzenie

Graf nieskierowany spéjny G jest eulerowski wtedy i tylko wtedy,
gdy stopien kazdego wierzchotka jest parzysty.
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Cykle Grafy Eulera i Hamiltona
Turnieje

Cykl Eulera — wtasnosci

W 1736 roku L. Euler podat warunek konieczny i dostateczny na
to, aby graf byt eulerowski.

Twierdzenie

Graf nieskierowany spéjny G jest eulerowski wtedy i tylko wtedy,
gdy stopien kazdego wierzchotka jest parzysty.

.

Graf nieskierowany spéjny jest grafem eulerowskim wtedy i tylko
wtedy, gdy jego zbiér krawedzi mozna podzieli¢ na dwa roztaczne
cykle (niekoniecznie proste).

.
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Cykle Grafy Eulera i Hamiltona
Turnieje

Cykl Eulera — przyktad




Cykle Grafy Eulera i Hamiltona
Turnieje

Droga Eulera

5/50



Cykle Grafy Eulera i Hamiltona
Turnieje

Mosty krélewieckie — rozwigzanie

Wszystkie cztery wierzchotki maja nieparzysty stopien.
Nie ma ani cyklu Eulera ani drogi Eulera. W
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Cykle Grafy Eulera i Hamiltona
Turnieje

Droga i cykl w grafie skierowanym

Droga — ciag wierzchotkéw i tukéw:
Vi, (V17 V2) s V2,5, V-1, (anla Vn) y Vn -

Cykl, gdy vi = v,.
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Cykle Grafy Eulera i Hamiltona
Turnieje

Droga i cykl w grafie skierowanym

Droga — ciag wierzchotkéw i tukéw:

vi, (vi,v2),va, .oy Vo1, (Vn—1, Vn) , Vn .
Cykl, gdy vi = v,
Droga prosta, gdy nie powtarzaja sie wierzchotki i tuki.

Cykl prosty j.w., wyjatkiem vi = v,,.
Dtugos¢ — liczba tukéw w drodze lub cyklu.
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Cykle Grafy Eulera i Hamiltona
Turnieje

Cykl Eulera — grafy skierowane

Twierdzenie

Graf skierowany spojny zawiera cykl Eulera wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego wierzchotka v zachodzi d~ (v) = d™ (v).

\\'
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Cykle Grafy Eulera i Hamiltona
Turnieje

Droga Hamiltona

Droga Hamiltona w grafie skierowanym lub nieskierowanym
G = (V, E) to droga prosta, ktéra zawiera wszystkie wierzchotki
grafu.
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Cykle Grafy Eulera i Hamiltona
Turnieje

Droga Hamiltona

Droga Hamiltona w grafie skierowanym lub nieskierowanym
G = (V, E) to droga prosta, ktéra zawiera wszystkie wierzchotki
grafu.

Cykl Hamiltona w grafie G = (V/, E) to cykl zawierajacy wszystkie

wierzchotki grafu. Graf, w ktérym istnieje cykl Hamiltona,
nazywamy grafem hamiltonowskim.
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Cykle Grafy Eulera i Hamiltona
Turnieje

Kod Graya

Zwiazek cyklu Hamiltona w grafie nieskierowanym z kodem Graya
(wyktad z podstaw teorii informacji!)
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Cykle Grafy Eulera i Hamiltona
Turnieje

Kod Graya

Zwiazek cyklu Hamiltona w grafie nieskierowanym z kodem Graya
(wyktad z podstaw teorii informacji!)

Kod Graya dtugosci (rzedu) n to ciag wszystkich n-elementowych
wektoréw binarnych, w ktérych dwa kolejne wektory (oraz pierwszy
i ostatni) réznia sie doktadnie jednym elementem.

Dla n = 3 mamy 8 wektoréw binarnych:

\\'
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Cykle Grafy Eulera i Hamiltona
Turnieje

Kod Graya c.d.

Konstrukcja kodu Graya jest nastepujaca. Niech V (G) bedzie
rodzing {0, 1}" wszystkich ciagéw cyfr dwdjkowych dtugosci n
i potaczmy ciagi u oraz v krawedzia, jedli u oraz v réznig sie
doktadnie jedna cyfra — odlegtos¢ Hamminga réwna 1!.

\\'
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Cykle Grafy Eulera i Hamiltona
Turnieje

Kod Graya c.d.

Konstrukcja kodu Graya jest nastepujaca. Niech V (G) bedzie
rodzing {0, 1}" wszystkich ciagéw cyfr dwdjkowych dtugosci n
i potaczmy ciagi u oraz v krawedzia, jedli u oraz v réznig sie
doktadnie jedna cyfra — odlegtos¢ Hamminga réwna 1!.

Kod Graya dtugosci n w tak otrzymanym grafie Graya G jest
w istocie cyklem Hamiltona w tym grafie.

\\'
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Cykle Grafy Eulera i Hamiltona
Turnieje

Graf Graya

Dla n = 3 mamy 8 wektoréw binarnych:

0
0/0 0 0
110 0 1 7 !
20 1 0
3/0 1 1 6 2
411 0 0
5(1 0 1 . \
61 1 0
711 1 1

4

\\'
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Cykle Grafy Eulera i Hamiltona
Turnieje

Graf Graya

Dla n = 3 mamy 8 wektoréw binarnych:

0
0lo 00
110 0 1 7 !
210 1 0
3/0 1 1 6 2
411 0 0
5/1 0 1 . \
6|1 1 0
711 1 1

4

Cyklem Hamiltona jest na przyktfad cigg wierzchotkéw

(0,1,3,7,5,4,6,2,0) lub (0,2,3,1,5,7,6,4,0). =
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Cykle Grafy Eulera i Hamiltona

Turnieje
Kostka
110 111
100 -/ /
101
010
/ / 011
000 001
To tez jest graf Grayal! @
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Cykle Grafy Eulera i Hamiltona
Turnieje

Kostka 4d
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Kostka 5d
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Cykle Grafy Eulera i Hamiltona
Turnieje

Graf petny K,

Graf nieskierowany G = (V/, E) jest grafem petnym K, gdy
|V| = noraz E jest zbiorem wszystkich dwuelementowych
podzbioréw zbioru V.
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Cykle Grafy Eulera i Hamiltona
Turnieje

Graf petny K,

Graf nieskierowany G = (V/, E) jest grafem petnym K, gdy
|V| = noraz E jest zbiorem wszystkich dwuelementowych
podzbioréw zbioru V.

W K|, kazdy wierzchotek jest potaczony z kazdym.

Twierdzenie

Graf petny K,
@ jest hamiltonowski dla kazdego n > 3,

@ zawiera @ cykli Hamiltona.

\\'
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Cykle Grafy Eulera i Hamiltona
Turnieje

17/50



Cykle Grafy Eulera i Hamiltona
Turnieje

Nadgraf grafu hamiltonowskiego

Jezeli G’ jest podgrafem grafu G”, to G” jest nadgrafem grafuG’.

Jesli graf G jest hamiltonowski, to jego nadgraf tez jest
hamiltonowski.

\\'
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Cykle Grafy Eulera i Hamiltona
Turnieje

Twierdzenie Diraca

Twierdzenie

Jesli G = (V, E) jest grafem prostym nieskierowanym,
oraz

V|=n

n
d(v)> =

()23,
dla kazdego wierzchotka v € V/, to G jest hamiltonowski.
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Cykle Grafy Eulera i Hamiltona
Turnieje

Twierdzenie Diraca

Twierdzenie

Jesli G = (V, E) jest grafem prostym nieskierowanym,
oraz

V|=n

n
d(v)> =
()23,
dla kazdego wierzchotka v € V/, to G jest hamiltonowski.

Jest to warunek dostateczny, ale nie konieczny!
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Cykle Grafy Eulera i Hamiltona
Turnieje

Twierdzenie Diraca

Twierdzenie

Jesli G = (V, E) jest grafem prostym nieskierowanym,
oraz

V|=n

n
d(v)> =
()23,
dla kazdego wierzchotka v € V/, to G jest hamiltonowski.

Jest to warunek dostateczny, ale nie konieczny!

Cykl o pieciu wierzchotkach jest oczywiscie hamiltonowski, chociaz:

5
d =2< —.
(v)=2<
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Cykle Grafy Eulera i Hamiltona
Turnieje

Turniej — definicja

Rozwazmy pewien turniej dla grupy n graczy, polegajacy na tym,
ze kazdy gra z kazdym, przy czym wynikiem pojedynku jest
zwyciestwo jednego z dwdch graczy (remisy sa wykluczone).

Graf skierowany bez petli D = (V, E), |V| = n, nazywamy
turniejem (ang. tournament), jesli dla kazdej pary wierzchotkéw u
oraz v zawiera on dokfadnie jeden tuk: albo (u,v), albo (v, u).
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Cykle Grafy Eulera i Hamiltona
Turnieje

Turniej — przyktad dla n =4 (1)
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Cykle Grafy Eulera i Hamiltona
Turnieje

Turniej — przyktad dla n = 4 (2)
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Cykle Grafy Eulera i Hamiltona
Turnieje

Turniej — przyktad dla n =5 (1)
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Cykle Grafy Eulera i Hamiltona
Turnieje

Turniej — przyktad dla n =5 (2)
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Cykle Grafy Eulera i Hamiltona
Turnieje

Turniej — przyktad dla n =5 (3)
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Cykle Grafy Eulera i Hamiltona
Turnieje

Turnieje i drogi Hamiltona

tuk (u,v) oznacza ze ,,u pokonat v". Turniej moze reprezentowac
wyniki spotkan par uczestnikédw w rozgrywkach typu , kazdy

z kazdym” (bez remiséw), na przyktad turnieju tenisowego lub
innej gry, w ktérej nie ma remiséw.
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Cykle Grafy Eulera i Hamiltona
Turnieje

Turnieje i drogi Hamiltona

tuk (u,v) oznacza ze ,,u pokonat v". Turniej moze reprezentowac
wyniki spotkan par uczestnikédw w rozgrywkach typu , kazdy

z kazdym” (bez remiséw), na przyktad turnieju tenisowego lub
innej gry, w ktérej nie ma remiséw.

W graficznym przedstawieniu turnieju skierowana droga

p1, P2, .- ., pr to ciag graczy, w ktérym p; pokonat p,, p» pokonat
p3, ..., pr—1 pokonat p,.
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Cykle Grafy Eulera i Hamiltona
Turnieje

Turnieje i drogi Hamiltona

tuk (u,v) oznacza ze ,,u pokonat v". Turniej moze reprezentowac
wyniki spotkan par uczestnikédw w rozgrywkach typu , kazdy

z kazdym” (bez remiséw), na przyktad turnieju tenisowego lub
innej gry, w ktérej nie ma remiséw.

W graficznym przedstawieniu turnieju skierowana droga

p1, P2, .- ., pr to ciag graczy, w ktérym p; pokonat p,, p» pokonat
p3, ..., pr—1 pokonat p,.

W 1934 roku L. Rédei udowodnit ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie

Kazdy turniej zawiera droge Hamiltona.
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Cykle Grafy Eulera i Hamiltona
Turnieje

Izomorfizm — grafy nieskierowane

Niech G = (V, E) = (V, R) bedzie grafem nieskierowanym
prostym gdzie uRw <— {u,w} € E.

Grafy nieskierowane proste G; = (V1,R1) i G = (V2, R2) sa
izomorficzne, gdy istnieje funkcja f : Vi — V, taka, ze

uRiw <= f(u) Rof (w).

\\'
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Cykle Grafy Eulera i Hamiltona
Turnieje

Izomorfizm — grafy skierowane

Niech G = (V, E) = (V, R) bedzie grafem skierowanym prostym
gdzie uRw <= (u,w) € E.

Grafy skierowane proste G; = (V4,R1) i Go = (V2, R2) sa
izomorficzne, gdy istnieje funkcja f : Vi — V, taka, ze

uRiw <= f(u) Rof (w).

\\'
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Cykle Grafy Eulera i Hamiltona
Turnieje

Liczba turniejéw nieizomorficznych
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https://mathworld.wolfram.com/Tournament.html

Cykle Grafy Eulera i Hamiltona
Turnieje

Liczba turniejéw nieizomorficznych

o« o

Liczba niezomorficznych turniejéow na n = 2,3,4 ... wierzchotkach

jest rébwna 1,2 4,12,56,456, ...

https://mathworld.wolfram.com/Tournament.html
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Podstawowe wtasnosci
Drzewa Drzewa spinajace

Drzewo i las — definicje

Przypomnijmy, ze drzewem nazywamy graf spéjny bez cykli. Graf
acykliczny (niekoniecznie spdjny) to las.

Wierzchotek drzewa, ktéry jest koncem tylko jednej krawedzi,
nazywa sie lisciem.

Korzen drzewa to dowolny wyrdzniony jego wierzchotek.
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Podstawowe wtasnosci
Drzewa Drzewa spinajace

Drzewo i las — definicje

Przypomnijmy, ze drzewem nazywamy graf spéjny bez cykli. Graf
acykliczny (niekoniecznie spdjny) to las.

Wierzchotek drzewa, ktéry jest koncem tylko jednej krawedzi,
nazywa sie lisciem.

Korzen drzewa to dowolny wyrdzniony jego wierzchotek.

Most to krawedz grafu, ktorej usuniecie zwieksza liczbe spdjnych
sktadowych tego grafu.

30/50



Podstawowe wtasnosci
Drzewa Drzewa spinajace

Drzewo i las — definicje

Przypomnijmy, ze drzewem nazywamy graf spéjny bez cykli. Graf
acykliczny (niekoniecznie spdjny) to las.

Wierzchotek drzewa, ktéry jest koncem tylko jednej krawedzi,
nazywa sie lisciem.

Korzen drzewa to dowolny wyrdzniony jego wierzchotek.

Most to krawedz grafu, ktorej usuniecie zwieksza liczbe spdjnych
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Przykfad.
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Podstawowe wtasnosci
Drzewa Drzewa spinajace

Drzewa — warunki

Twierdzenie

Niech G bedzie grafem o n wierzchotkach.
Woéwczas réwnowazne sa nastepujace stwierdzenia:

O G jest drzewem.
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@ G nie zawiera cykli i ma n — 1 krawedzi.
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Woéwczas réwnowazne sa nastepujace stwierdzenia:

O G jest drzewem.
@ G nie zawiera cykli i ma n — 1 krawedzi.

© G jest spojny i ma n— 1 krawedzi.
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Drzewa — warunki

Twierdzenie

Niech G bedzie grafem o n wierzchotkach.
Woéwczas réwnowazne sa nastepujace stwierdzenia:

O G jest drzewem.

@ G nie zawiera cykli i ma n — 1 krawedzi.
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Q G jest spojny i kazda krawedZ jest mostem.




Podstawowe wtasnosci
Drzewa Drzewa spinajace

Drzewa — warunki

Twierdzenie
Niech G bedzie grafem o n wierzchotkach.
Woéwczas réwnowazne sa nastepujace stwierdzenia:

O G jest drzewem.

@ G nie zawiera cykli i ma n — 1 krawedzi.

© G jest spojny i ma n— 1 krawedzi.

Q G jest spojny i kazda krawedZ jest mostem.

© Dowolne dwa wierzchotki G sa pofaczone dokfadnie jedna
droga.
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Podstawowe wtasnosci
Drzewa Drzewa spinajace

Drzewa — warunki

Twierdzenie

Niech G bedzie grafem o n wierzchotkach.
Woéwczas réwnowazne sa nastepujace stwierdzenia:

O G jest drzewem.

@ G nie zawiera cykli i ma n — 1 krawedzi.

© G jest spojny i ma n— 1 krawedzi.

Q G jest spojny i kazda krawedZ jest mostem.

© Dowolne dwa wierzchotki G sa pofaczone dokfadnie jedna
droga.

©

Graf G nie zawiera cykli i dotaczenie dowolnej nowej krawedzi
do G tworzy dokfadnie jeden cykl.

W
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Podstawowe wtasnosci
Drzewa Drzewa spinajace

Drzewa —wtasnosci

W drzewie o n > 2 wierzchotkach co najmniej dwa sa stopnia 1.
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Podstawowe wtasnosci
Drzewa Drzewa spinajace

Drzewa —wtasnosci

W drzewie o n > 2 wierzchotkach co najmniej dwa sa stopnia 1.

Jesli graf G jest lasem, ktéry ma n wierzchotkéw oraz k
sktadowych, to G ma n — k krawedzi.
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Podstawowe wtasnosci
Drzewa Drzewa spinajace

Drzewa binarne

Wazna odmiang drzew z korzeniem jest klasa drzew binarnych
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Podstawowe wtasnosci
Drzewa Drzewa spinajace

Drzewa binarne

Wazna odmiang drzew z korzeniem jest klasa drzew binarnych

Drzewo binarne zdefiniowane rekurencyjnie jest drzewem.
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Podstawowe wtasnosci
Drzewa Drzewa spinajace

Drzewa binarne

Wazna odmiang drzew z korzeniem jest klasa drzew binarnych
Drzewo binarne zdefiniowane rekurencyjnie jest drzewem.

Drzewo binarne, ktére nie ma zadnych weztéw, nazywa sie
drzewem pustym.
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Podstawowe wtasnosci
Drzewa Drzewa spinajace

Drzewa binarne

Wazna odmiang drzew z korzeniem jest klasa drzew binarnych
Drzewo binarne zdefiniowane rekurencyjnie jest drzewem.

Drzewo binarne, ktére nie ma zadnych weztéw, nazywa sie
drzewem pustym.

Jesli lewe poddrzewo jest niepuste, to korzen tego poddrzewa
nazywa sie lewym nastepnikiem korzenia drzewa gtéwnego.
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Wazna odmiang drzew z korzeniem jest klasa drzew binarnych
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Drzewo binarne, ktére nie ma zadnych weztéw, nazywa sie
drzewem pustym.

Jesli lewe poddrzewo jest niepuste, to korzen tego poddrzewa
nazywa sie lewym nastepnikiem korzenia drzewa gtéwnego.

Korzen niepustego prawego poddrzewa jest prawym nastepnikiem
korzenia drzewa gtéwnego. Jesli poddrzewo jest puste, to méwimy,
ze brakuje nastepnika.
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Drzewa binarne

Wazna odmiang drzew z korzeniem jest klasa drzew binarnych
Drzewo binarne zdefiniowane rekurencyjnie jest drzewem.

Drzewo binarne, ktére nie ma zadnych weztéw, nazywa sie
drzewem pustym.

Jesli lewe poddrzewo jest niepuste, to korzen tego poddrzewa
nazywa sie lewym nastepnikiem korzenia drzewa gtéwnego.

Korzen niepustego prawego poddrzewa jest prawym nastepnikiem
korzenia drzewa gtéwnego. Jesli poddrzewo jest puste, to méwimy,
ze brakuje nastepnika.

Kazdy wierzchotek drzewa binarnego moze mie¢ tylko 0, 1 lub 2
poddrzewa.
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Podstawowe wtasnosci
Drzewa Drzewa spinajace

Drzewo binarne — rekurencyjnie

Drzewem binarnym T o n wierzchotkach nazywa sie drzewo puste
T =10,gdy n=0, lub tréjke T = (L, r, P), gdzie r jest
wierzchotkiem zwanym korzeniem drzewa. L jest drzewem
binarnym o / wierzchotkach (zwanym lewym poddrzewem), a jego
korzen jest lewym potomkiem wierzchotka r. P jest drzewem
binarnym o p wierzchotkach (zwanym prawym poddrzewem), a
jego korzen jest prawym potomkiem wierzchotka r. Jesli

T =(0,s,0), to wierzchotek s nazywa sie lisciem drzewa. Liczby
wierzchotkéw obu poddrzew spetniaja réwno$¢ [+ p+1 = n.
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Drzewem binarnym T o n wierzchotkach nazywa sie drzewo puste
T =10,gdy n=0, lub tréjke T = (L, r, P), gdzie r jest
wierzchotkiem zwanym korzeniem drzewa. L jest drzewem
binarnym o / wierzchotkach (zwanym lewym poddrzewem), a jego
korzen jest lewym potomkiem wierzchotka r. P jest drzewem
binarnym o p wierzchotkach (zwanym prawym poddrzewem), a
jego korzen jest prawym potomkiem wierzchotka r. Jesli

T =(0,s,0), to wierzchotek s nazywa sie lisciem drzewa. Liczby
wierzchotkéw obu poddrzew spetniaja réwno$¢ [+ p+1 = n.

Rekurencja polega tutaj na tym, ze kazdy element tréjki
definiujacej drzewo odwotuje sie do informacji zawartej
w wyznaczonych poprzednio mniejszych drzewach.
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Drzewo binarne — przyktad

e T; = (T,1, T3) wierzchotek 1 jest korzeniem,

o Ty =(T4,2,Ts), T3 = (0,3, Ts), wierzchotki 2 i 3 s3
korzeniami drzew Ty i T3. Drzewo T3 ma tylko lewego
potomka.

o T, =(0,4,0), Ts = (0,5,0), Te = (0,6,0). Wierzchotki 4, 5
i 6 s3 lis¢mi.
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Turniej — faza pucharowa

Tzw. drabinka:

IS X y Z ML a b c

Zawodniczki 1S i ML s3 rozstawione.
Moga sie ew. spotkac dopiero w finale.
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Definicja i konstrukcja

Dla grafu spdjnego G = (V/, E) kazde drzewo T = (V, E’) takie,
ze E' C E, nazywamy drzewem rozpinajacym, dendrytem lub
drzewem spinajacym (ang. spanning tree) grafu G.
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dotad, az w grafie nie bedzie juz cykli.
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ze E' C E, nazywamy drzewem rozpinajacym, dendrytem lub
drzewem spinajacym (ang. spanning tree) grafu G.

Graf i jego drzewa spinajace maja ten sam zbiér wierzchotkéw.
Jesli wybierzemy jaki$ cykl w grafie spdjnym G i usuniemy
ktérakolwiek krawedz tego cyklu, to otrzymany graf bedzie nadal
spéjny.

Mozemy powtarzaé te procedure z dowolnym z pozostatych cykli
dotad, az w grafie nie bedzie juz cykli.

Powstanie w ten sposéb drzewo, ktére spina wszystkie wierzchotki
grafu.

Takie drzewo jest drzewem spinajacym grafu G.
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Przyktad drzewa spinajacego (1)
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Przyktad drzewa spinajacego (2)
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Przyktad drzewa spinajacego (3)
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Przyktad drzewa spinajacego (4)
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Przyktad drzewa spinajacego (5)
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Ciecie grafu

Zbiorem rozspajajacym grafu spdjnego G nazywamy taki podzbiér
jego krawedzi, ktérego usuniecie pozbawia ten graf spdjnosci.
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jego krawedzi, ktérego usuniecie pozbawia ten graf spdjnosci.
Cieciem grafu G jest minimalny zbiér rozspajajacy ten graf (to
znaczy zaden jego podzbiér wtasciwy nie jest zbiorem
rozspajajacym).

Spdéjnoscia krawedziowa A (G) grafu spdjnego G nazywamy
najmniejsza liczbe krawedzi, ktére nalezy usunaé, by graf przestat
by¢ spdjny.

Graf G jest k-spdjnym krawedziowo jesli A (G) > k.

Jesli ciecie sktada sie z jednej krawedzi, to jest ona mostem.
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Dwa twierdzenia dualne

Twierdzenie

Jesli T jest lasem spinajacym grafu G, to kazde ciecie grafu G ma
wspolng krawedz z T .
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Dwa twierdzenia dualne

Twierdzenie

Jesli T jest lasem spinajacym grafu G, to kazde ciecie grafu G ma
wspolng krawedz z T .

Dopetnieniem podgrafu G’ = (V, E’) grafu G = (V, E) jest
podgraf G” = (V, E") taki, ze E" = E\ E'.
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Dwa twierdzenia dualne

Twierdzenie

Jesli T jest lasem spinajacym grafu G, to kazde ciecie grafu G ma
wspolng krawedz z T .

Dopetnieniem podgrafu G’ = (V, E’) grafu G = (V, E) jest
podgraf G” = (V, E") taki, ze E" = E\ E'.

Twierdzenie

Jezeli T* jest dopetnieniem lasu spinajacego T w grafie G, to
kazdy cykl ma wspdlng krawedz z T*.

\\'
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Kodrzewo i kocykl

Kodrzewem (ang. cotree) nazywamy dopetnienie drzewa, kocyklem
(ang. cocyle) — minimalne ciecie.

Twierdzenie

W dowolnym grafie cykl i kocykl maja parzysta liczbe wspdlnych
elementoéw.
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lle jest drzew?

W 1889 roku A. Cayley udowodnit ponizsze twierdzenie.
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lle jest drzew?

W 1889 roku A. Cayley udowodnit ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie
n—2

Istnieje n réznych drzew majacych n wierzchotkow.
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Dopetnienie algebraiczne

Niech Aj; bedzie podmacierza powstaty z A przez skreslenie i-tego
wiersza i j-tej kolumny.

Liczbe

dij = (—1)" det A;;

nazywa si¢ dopetnieniem algebraicznym elementu aj;.
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Dopetnienie algebraiczne

Niech Aj; bedzie podmacierza powstaty z A przez skreslenie i-tego
wiersza i j-tej kolumny.

Liczbe

dij = (—1)" det A;;

nazywa si¢ dopetnieniem algebraicznym elementu aj;.

Przyktad.

11 2
A= 2 31
1 2 2

N N

':—(1-2—2-2):2. o
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Twierdzenie

Niech G bedzie spojnym grafem prostym, ktérego zbiorem
wierzchotkéw jest {vi,vo, ..., vn}, i niech M = [mj] bedzie
macierza wymiaru n X n:

d(v;) dlai=j,
mj =4 —1 gdy wierzchotki v; i v; s3 sgsiednie,
0 gdy wierzchotki v; i vj nie s3 sgsiednie.

Wtedy liczba drzew spinajacych grafu G jest réwna dopetnieniu
algebraicznemu dowolnego wyrazu macierzy M.

.

\\'
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Przyktad

3 -1 -1 -1

-1 2 -1 O
M= -1 -1 3 -1
-1 0 -1 2

Wyznaczamy dopetnienie algebraiczne dowolnego elementu. Na
przyktad dopetnienie elementu myy:

2.3.2-2-2=8
Oznacza to, ze graf G ma 8 drzew spinajacych.

\\'
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Przyktad c.d.
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Przyktad c.d.

Tylko dwa s3 nieizomorficzne:

50 /50



	Cykle
	Grafy Eulera i Hamiltona
	Turnieje

	Drzewa
	Podstawowe własności
	Drzewa spinające


