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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Motywacja

Graf przedstawia pewien zbiér punktéw i pokazuje, w jaki sposéb
sg one potaczone.

Jest strukturg matematyczna stuzaca do opisu i badania relacji
miedzy obiektami.
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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Motywacja

Graf przedstawia pewien zbiér punktéw i pokazuje, w jaki sposéb
sg one potaczone.

Jest strukturg matematyczna stuzaca do opisu i badania relacji
miedzy obiektami.

Za pierwszego teoretyka i badacza graféw uwaza sie Leonharda
Eulera, ktéry za pomoca graféw rozwigzat w 1736 roku problem
mostow krélewieckich oraz sformutowat problem bardziej ogdlny

i podat jego rozwiazanie.

Rozwigzanie tego zagadnienia jest uznawane za pierwsza prace na
temat teorii graféw.
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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Mosty krolewieckie




Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Mosty kroélewieckie — uktad
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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Mosty krolewieckie — problem

Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis, Commentarii
Academiae Scientiarum Imperialis Petropolitanae, vol. 8, 1741,
s. 128-140.
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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Mosty krolewieckie — problem

Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis, Commentarii
Academiae Scientiarum Imperialis Petropolitanae, vol. 8, 1741,
s. 128-140.

Euler sformutowat problem:

Czy mozna po siedmiu mostach faczacych dzielnice miasta z wyspa
na Pregole odby¢ spacer w ten sposob, by przejs¢ kolejno przez
wszystkie mosty, nie przechodzac po zadnym z nich wiecej niz
jeden raz?
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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Mosty krolewieckie — problem

Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis, Commentarii
Academiae Scientiarum Imperialis Petropolitanae, vol. 8, 1741,
s. 128-140.

Euler sformutowat problem:

Czy mozna po siedmiu mostach faczacych dzielnice miasta z wyspa
na Pregole odby¢ spacer w ten sposob, by przejs¢ kolejno przez
wszystkie mosty, nie przechodzac po zadnym z nich wiecej niz
jeden raz?

OdpowiedzZ jest negatywna.
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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Definicja grafu nieskierowanego

Graf (graf nieskierowany, graf niezorientowany) G = (V/, E) skfada
sie z niepustego, skonczonego zbioru wierzchotkéw (ang. vertices,
nodes) V (G) i skoficzonego zbioru

E(G) S {{vi,vj} 1 i#j,vi,vje VIU{{vi}:v; e V]
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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Definicja grafu nieskierowanego

Graf (graf nieskierowany, graf niezorientowany) G = (V/, E) skfada
sie z niepustego, skonczonego zbioru wierzchotkéw (ang. vertices,
nodes) V (G) i skoficzonego zbioru

E(G) S {{vi,vj} 1 i#j,vi,vje VIU{{vi}:v; e V]
Zbiory dwuelementowe nazywamy krawedziami (ang. edges, lines),

a jednoelementowe petlami (ang. loops). Wierzchotki u oraz v
nazywamy koncami krawedzi {u,v} € E.

\\'
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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Wierzchotki i krawedzie

Powtarzajace si¢ krawedzie lub petle (gdy E jest multizbiorem)
nazywamy wielokrotnymi lub réwnolegtymi.
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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Wierzchotki i krawedzie

Powtarzajace si¢ krawedzie lub petle (gdy E jest multizbiorem)
nazywamy wielokrotnymi lub réwnolegtymi.

Graf bez krawedzi wielokrotnych i petli nazywamy grafem prostym.
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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Wierzchotki i krawedzie

Powtarzajace si¢ krawedzie lub petle (gdy E jest multizbiorem)
nazywamy wielokrotnymi lub réwnolegtymi.

Graf bez krawedzi wielokrotnych i petli nazywamy grafem prostym.

Graf, ktory ma wielokrotne krawedzie lub petle, nazywamy
multigrafem.
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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Graf nieskierowany

Przyktad. e

W
V = {Vl, V2, V3, Va4, V5}7 E= {61, €2, €3, €4, €5, €, €7, 63}

8/44



Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Droga w grafie to naprzemienny zbiér wierzchotkéw i krawedzi
(V07 €1,V1,€2,...,Vn, en)-

Droga prosta (ang. path) to droga, w ktérej nie powtarzaja sie
zadne elementy (wszystkie wierzchotki s3 rézne).

Jezeli graf jest prosty, to droga jest jednoznacznie zdefiniowana
przez ciag wierzchotkéw lub ciag krawedzi.
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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Droga — przykfad

U1

Droga:
(vo,v1, V5, va,v3,v4) lub (er, e, es, €3, €3). W
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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Droga prosta — przyktad

Droga prosta (ang. path) to droga, w ktérej nie powtarzaja sie
zadne elementy (wszystkie wierzchotki s3 rézne).

(V27 Vi, Vs, V4, V3) lub (ela €g, €4, e3) .

Droge prosta o n wierzchotkach oznaczymy przez P,. 11/44



Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Cykl (ang. cycle, circut) to droga, w ktérej vo = v,,.
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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane

Grafy skierowane

Cykl (ang. cycle, circut) to droga, w ktérej vo = v,,.

Cykl prosty to cykl, w ktérym nie powtarzaja sie zadne elementy
(wszystkie wierzchotki sa rézne). Cykl prosty o n wierzchotkach
oznaczymy przez Cp,.
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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane

Grafy skierowane

Cykl (ang. cycle, circut) to droga, w ktérej vo = v,,.

Cykl prosty to cykl, w ktérym nie powtarzaja sie zadne elementy
(wszystkie wierzchotki sa rézne). Cykl prosty o n wierzchotkach
oznaczymy przez Cp,.

Liczbe krawedzi w drodze prostej lub w cyklu prostym nazywa sie
dtugoscia drogi lub cyklu.
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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane

Grafy skierowane

Cykl (ang. cycle, circut) to droga, w ktérej vo = v,,.

Cykl prosty to cykl, w ktérym nie powtarzaja sie zadne elementy
(wszystkie wierzchotki sa rézne). Cykl prosty o n wierzchotkach
oznaczymy przez Cp,.

Liczbe krawedzi w drodze prostej lub w cyklu prostym nazywa sie
dtugoscia drogi lub cyklu.

Obwodem (ang. girth) w grafie nazywamy dtugo$¢ najkrétszego

cyklu w tym grafie. Graf, ktéry nie zawiera cykli, nazywa sie
grafem acyklicznym.
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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Cykl — przyktad

U1

Cykle proste: _
(€6, €a, €7), (€1, €5, €4, 13), (e5). \
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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Mosty krélewiecki — powrét

Mosty krélewieckie
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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Grafy spéjne

Graf, w ktérym istnieje droga z kazdego wierzchotka do kazdego
innego, nazywa sie grafem spdjnym (ang. connected graph).
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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Grafy spéjne

Graf, w ktérym istnieje droga z kazdego wierzchotka do kazdego
innego, nazywa sie grafem spdjnym (ang. connected graph).

Graf, w ktérym dowolne dwa wierzchotki naleza do pewnego cyklu
prostego, nazywa sie grafem silnie spéjnym.
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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Grafy spéjne

Graf, w ktérym istnieje droga z kazdego wierzchotka do kazdego
innego, nazywa sie grafem spdjnym (ang. connected graph).

Graf, w ktérym dowolne dwa wierzchotki naleza do pewnego cyklu
prostego, nazywa sie grafem silnie spéjnym.

Twierdzenie

Kazdy graf silnie spdjny jest spéjny.
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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Drzewa

Graf acykliczny i spdjny nazywa sie drzewem (ang. tree).
Wierzchotek drzewa, ktéry jest koncem tylko jednej krawedzi,
nazywa sie lisciem.
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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Drzewa

Graf acykliczny i spdjny nazywa sie drzewem (ang. tree).
Wierzchotek drzewa, ktéry jest koncem tylko jednej krawedzi,
nazywa sie lisciem.

Korzen drzewa to dowolny wyrézniony jego wierzchotek. @
Dtugos¢ najdtuzszej drogi od korzenia do liscia to wysokos¢ drzewa.
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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Gwiazda

Drzewo o n wierzchotkach i wysokosci 1, czyli sktadajace sie tylko
z korzenia i z n — 1 lidci, nazwiemy gwiazda i oznaczymy przez S,,.

5
®
1 — korzen
e £l °2 2 ... 5— lidcie
°
3
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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Dwa cykle

Twierdzenie

Réznica symetryczna dwdch cykli jest cyklem lub suma cykli
roztacznych krawedziowo.
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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Przyktad

acd bce acdgh bcefgi \\’
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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Sasiedztwo

Dla grafu nieskierowanego G = (V, E) i krawedzi e = {v;,v;} € E
moéwimy, ze wierzchotki v;, v; s3 incydentne z krawedzig e.
Wierzchotki v;, vj s3 kohcami krawedzi e, to znaczy v; € e, v; € e.

20/44



Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Sasiedztwo

Dla grafu nieskierowanego G = (V, E) i krawedzi e = {v;,v;} € E
moéwimy, ze wierzchotki v;, v; s3 incydentne z krawedzig e.
Wierzchotki v;, vj s3 kohcami krawedzi e, to znaczy v; € e, v; € e.
Wierzchotki incydentne z dang krawedzig nazywamy sasiednimi
(ang. adjacent).

Dwa wierzchotki grafu G sa sasiednie, jedli istnieje krawedz, ktéra
je taczy.
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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Sasiedztwo

Dla grafu nieskierowanego G = (V, E) i krawedzi e = {v;,v;} € E
moéwimy, ze wierzchotki v;, v; s3 incydentne z krawedzig e.
Wierzchotki v;, vj s3 kohcami krawedzi e, to znaczy v; € e, v; € e.
Wierzchotki incydentne z dang krawedzig nazywamy sasiednimi
(ang. adjacent).

Dwa wierzchotki grafu G sa sasiednie, jedli istnieje krawedz, ktéra
je taczy.

Dwie krawedzie s3 sasiednie (incydentne), jesli maja wspdlny
wierzchotek, a takze wierzchotek jest incydentny z krawedzig, gdy
jest jej koncem.
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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Stopnie wierzchotkéw

Niech I'(v) = {u e V :{v,u} € E, v # u} bedzie zbiorem
wierzchotkéw sasiednich z wierzchotkiem v.
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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Stopnie wierzchotkéw

Niech I'(v) = {u e V :{v,u} € E, v # u} bedzie zbiorem
wierzchotkéw sasiednich z wierzchotkiem v.

Dla grafu prostego d (v) = |l (v) | jest stopniem wierzchotka v.

\\'
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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Stopnie wierzchotkéw

Niech I'(v) = {u e V :{v,u} € E, v # u} bedzie zbiorem
wierzchotkéw sasiednich z wierzchotkiem v.

Dla grafu prostego d (v) = |l (v) | jest stopniem wierzchotka v.

Stopien wierzchotka v multigrafu G jest liczba krawedzi
incydentnych z v.

\\'
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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Stopnie wierzchotkéw

Niech I'(v) = {u e V :{v,u} € E, v # u} bedzie zbiorem
wierzchotkéw sasiednich z wierzchotkiem v.

Dla grafu prostego d (v) = |l (v) | jest stopniem wierzchotka v.

Stopien wierzchotka v multigrafu G jest liczba krawedzi
incydentnych z v.

Wierzchotek izolowany to wierzchotek stopnia 0.

\\'
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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Stopnie wierzchotkéw

Niech I'(v) = {u e V :{v,u} € E, v # u} bedzie zbiorem
wierzchotkéw sasiednich z wierzchotkiem v.

Dla grafu prostego d (v) = |l (v) | jest stopniem wierzchotka v.

Stopien wierzchotka v multigrafu G jest liczba krawedzi
incydentnych z v.

Wierzchotek izolowany to wierzchotek stopnia 0.

Wierzchotek koricowy lub lis¢ (ang. leaf) to wierzchotek stopnia 1.
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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Stopnie wierzchotkéw

Niech I'(v) = {u e V :{v,u} € E, v # u} bedzie zbiorem
wierzchotkéw sasiednich z wierzchotkiem v.

Dla grafu prostego d (v) = |l (v) | jest stopniem wierzchotka v.

Stopien wierzchotka v multigrafu G jest liczba krawedzi
incydentnych z v.

Wierzchotek izolowany to wierzchotek stopnia 0.
Wierzchotek koricowy lub lis¢ (ang. leaf) to wierzchotek stopnia 1.

Petla w wierzchotku v powieksza stopien tego wierzchotka o 2.

\\'
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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Lemat o usciskach dtoni (Euler, 1736 r.):

W kazdym grafie nieskierowanym suma stopni wszystkich
wierzchotkow jest liczba parzysta i jest rowna podwojonej liczbie
krawedzi

Natychmiastowym wnioskiem z lematu o usciskach dtoni jest
twierdzenie, ze w dowolnym grafie liczba wierzchotkéw
o nieparzystych stopniach jest parzysta.
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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Definicja grafu skierowanego

Graf skierowany — czyli zorientowany, zwany tez digrafem (ang.
digraph = directed graph) — G = (V/, E) skfada sie ze zbioru
wierzchotkéw V' i zbioru par wierzchotkéw E.
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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Definicja grafu skierowanego

Graf skierowany — czyli zorientowany, zwany tez digrafem (ang.
digraph = directed graph) — G = (V/, E) skfada sie ze zbioru
wierzchotkéw V' i zbioru par wierzchotkéw E.

Pary postaci (u, v), gdzie u # v, nazywamy fukami (ang. arcs),
a pary postaci (u, u) — petlami (ang. loops).

\\'

23/44



Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Definicja grafu skierowanego

Graf skierowany — czyli zorientowany, zwany tez digrafem (ang.
digraph = directed graph) — G = (V/, E) skfada sie ze zbioru
wierzchotkéw V' i zbioru par wierzchotkéw E.

Pary postaci (u, v), gdzie u # v, nazywamy fukami (ang. arcs),
a pary postaci (u, u) — petlami (ang. loops).

Digraf bez tukéw wielokrotnych i petli nazywamy digrafem
prostym.

\\'
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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Definicja grafu skierowanego

Graf skierowany — czyli zorientowany, zwany tez digrafem (ang.
digraph = directed graph) — G = (V/, E) skfada sie ze zbioru
wierzchotkéw V' i zbioru par wierzchotkéw E.

Pary postaci (u, v), gdzie u # v, nazywamy fukami (ang. arcs),

a pary postaci (u, u) — petlami (ang. loops).

Digraf bez tukéw wielokrotnych i petli nazywamy digrafem
prostym.

Digraf, ktéry ma wielokrotne tuki lub petle, nazywamy multigrafem
skierowanym.
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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Graf skierowany

V ={1,2,3,4,5,6},
E ={(1,2),(1,4),(2,3),(3,2),(3,4),(3,5),(5,3),(6,6)}

\\'
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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Stopnie wierzchotkéw

Dla digrafu G = (V,E) i jego tuku e = (u,v) € E méwimy, ze
wierzchotki u, v s3 incydentne z tukiem e, przy czym u jest
poczatkiem, a v — kofcem tuku e.
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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Stopnie wierzchotkéw

Dla digrafu G = (V,E) i jego tuku e = (u,v) € E méwimy, ze
wierzchotki u, v s3 incydentne z tukiem e, przy czym u jest
poczatkiem, a v — kofcem tuku e.
Vt(u) = {v € V : (u,v) € E} — zbiér koAcéw tukéw
wychodzacych z wierzchotka v,
V= (u) = {v € V: (v,u) € E} — zbidr poczatkéw tukéw
wchodzacych do wierzchotka v,
VT (u) | = d* (u) - stopier wyjsciowy (ang. outdegree) wierz-
chotka u,

\\'
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Podstawowe pojecia Grafy nieskierowane
Grafy skierowane

Stopnie wierzchotkéw

Dla digrafu G = (V,E) i jego tuku e = (u,v) € E méwimy, ze
wierzchotki u, v s3 incydentne z tukiem e, przy czym u jest
poczatkiem, a v — kofcem tuku e.

Vt(u) = {v € V : (u,v) € E} — zbiér koAcéw tukéw

wychodzacych z wierzchotka v,

V= (u) = {v € V: (v,u) € E} — zbidr poczatkéw tukéw

wchodzacych do wierzchotka v,

VT (u) | = d* (u) - stopier wyjsciowy (ang. outdegree) wierz-

chotka u,

[V~ (u) | = d~ (u) — stopieni wejsciowy (ang. indegree) wierz-

chotka u,

d* (u) +d (u) = d(u) — stopien wierzchotka u.

\\'
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Podgrafy, sktadowe i odlegtosci i.in.
Whtasnosci grafow Macierze graféw

Stopnie — wtasnosci

Twierdzenie

Dla grafu nieskierowanego zachodzi:
> " d (i) =2|E].
eV

Dla grafu skierowanego zachodzi:

> od (i)=Y _d" (i) = |E|.

ievV eV
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Podgrafy, sktadowe i odlegtosci i.in.
Whtasnosci grafow Macierze graféw

Podgrafy

Podgrafem (ang. subgraph) grafu G = (V, E) nazywamy dowolny
graf G' = (V'  E’), dla ktérego V' C V oraz E' C E.

Z definicji grafu wynika, ze E’ zawiera tylko takie krawedzie (tuki),
ktére zawieraja wierzchotki nalezace do V'.

Maksymalny podgraf spéjny nazywamy skfadowa spdjna (ang.
connected component).

W grafie skierowanym maksymalny podgraf silnie sp6jny nazywamy
sktadowa silnie spdjna.

\\'
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Podgrafy, sktadowe i odlegtosci i.in.
Whtasnosci grafow Macierze graféw

Sktadowe spdjne

Maksymalny podgraf spéjny nazywamy skfadowa spéjna (ang.
connected component).

W grafie skierowanym maksymalny podgraf silnie sp6jny nazywamy
sktadowa silnie spéjna.

Uwaga. Maksymalny podgraf spéjny to taki, ze nie jest
podgrafem zadnego innego wiekszego spdjnego podgrafu.

Podgraf (V' E") jest skfadowa spéjna, gdy jest spdjny i nie istnieja
krawedzie e € E takie, zee NV’ # () orazen (V\ V') # 0.

\\'
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Podgrafy, sktadowe i odlegtosci i.in.
Whtasnosci grafow Macierze graféw

Odlegtos¢

Odlegtoscia wierzchotkéw u, v € V' w grafie (V, E) jest dtugosé
najkrétszej drogi taczacej wierzchotki u i v.

Odlegto$¢ ta jest oznaczana jako d (u, v).

d(u v) jest metryka w zbiorze V/, czyli

d(u,v) >0,
d(u,v)=0 <= u=v,
d(u,v)=d(v,u),
d(u,w)+d(w,v)>d(u,v).

\\'
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Podgrafy, sktadowe i odlegtosci i.in.
Whtasnosci grafow Macierze graféw

Odlegtos¢

Odlegtoscia wierzchotkéw u, v € V' w grafie (V, E) jest dtugosé
najkrétszej drogi taczacej wierzchotki u i v.

Odlegto$¢ ta jest oznaczana jako d (u, v).

d (u, v) jest metryka w zbiorze V, czyli

Q d(u,v)>0,

Q@ d(u,v)=0 <= u=y,

Q d(u,v)=d(v,u),

Q d(u,w)+d(w,v)>d(u,v).

Wtasnos¢ 4 to nieréwnosc tréjkata.
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Podgrafy, skfadowe i odlegtosci i.in.
Whtasnosci grafow Macierze graféw

Reprezentowanie graféw jako macierzy jest uznawane za nie
najlepszy sposéb ich przedstawiania w postaci programéw
komputerowych.

Wygodniejsze jest przedstawianie graféw w postaci list.
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Podgrafy, skfadowe i odlegtosci i.in.
Whtasnosci grafow Macierze graféw

Reprezentowanie graféw jako macierzy jest uznawane za nie
najlepszy sposéb ich przedstawiania w postaci programéw
komputerowych.

Wygodniejsze jest przedstawianie graféw w postaci list.

Powody reprezentowania w postaci macierzy:

@ elegancja przedstawienia grafu i naturalna mozliwos¢
uogdlnienia.

@ mozliwos¢ fatwego programowania graféw, zwtaszcza
nieduzych, w tych jezykach (pakietach, $rodowiskach),
w ktérych macierze s podstawowa struktura danych.
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Podgrafy, skfadowe i odlegtosci i.in.
Whtasnosci grafow Macierze graféw

Macierz incydencji grafu nieskierowanego

G = (V, E) graf nieskierowany:
V=A{1,...,n}, E={e,e,....;em} C{{i,j}:i,j€ V}

{1, gdy i € ¢,
ajj =
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Podgrafy, skfadowe i odlegtosci i.in.
Whtasnosci grafow Macierze graféw

Przyktad

e €5
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Podgrafy, skfadowe i odlegtosci i.in.
Whtasnosci grafow Macierze graféw

Przyktad

e €5

vV ={1,2,3,4,5}
E={ei,e,e3,6€4,65,€}

= {{172}7{173}7{273}7{274}7{374}7{475}}’ W
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Podgrafy, skfadowe i odlegtosci i.in.
Whtasnosci grafow Macierze graféw

Przyktad c.d.

V =1{1,2,3,4,5}

E={e,e,e3,€1,65,66}

= {{1,2},{1,3},{2,3},{2,4},{3,4}, {4,5}} .

\\'

33/44



Podgrafy, skfadowe i odlegtosci i.in.
Whtasnosci grafow Macierze graféw

Przyktad c.d.

V =1{1,2,3,4,5}

E={e,e,e3,€1,65,66}

= {{1,2},{1,3},{2,3},{2,4},{3,4}, {4,5}} .

110000
101100
AG)=10 11010
0001171
000001
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Podgrafy, skfadowe i odlegtosci i.in.
Whtasnosci grafow Macierze graféw

Macierz incydencji — wtasnosci

@ Macierz incydencji sktada sie tylko z elementéw 0 oraz 1 — jest
macierzg binarng.

@ Krawedz grafu jest incydentna z doktadnie dwoma
wierzchotkami — kazda kolumna macierzy ma doktadnie dwie
jedynki.

@ Wiersz, w ktérym wszystkie elementy sg zerami, reprezentuje
wierzchotek izolowany.

o Krawedzie réwnolegte maja identyczne kolumny.

o Liczba jedynek w kazdym wierszu jest réwna stopniowi
odpowiadajacego mu wierzchotka.
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Podgrafy, skfadowe i odlegtosci i.in.
Whtasnosci grafow Macierze graféw

Macierz incydencji grafu skierowanego

G = (V, E) graf skierowany bez petli: V ={1,2,...,n},
E={e,e...,em} SV xV

dil ... dim

gdzie:
-1, gdy g = (k,i),
ajj = L, gdy ej:(i7k)a
0 w przeciwnym przypadku.

\\'
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Podgrafy, skfadowe i odlegtosci i.in.
Whtasnosci grafow Macierze graféw

Macierz incydencji grafu skierowanego

G = (V, E) graf skierowany bez petli: V ={1,2,...,n},
E={e,e...,em} SV xV

dil ... dim
AG)=| ...... )
anl dnm
gdzie:
-1, gdy g = (k,i),
ajj = L, gdy ej:(i7k)a
0 w przeciwnym przypadku.
ajj = 1, gdy wierzchotek / jest poczatkiem tuku e; oraz a; = —1,

gdy / jest koncem tfuku e;.
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Podgrafy, skfadowe i odlegtosci i.in.
Whtasnosci grafow Macierze graféw

Macierz incydencji grafu skierowanego — przyktad

tuki ¢;:
1 @ 4 i tuk
1 (1,2
2 (1,4)
3 (23
4 (3,2)
5 (3,4)
6 (3,5)
2 : b 7 (53)

\\'
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Podgrafy, skfadowe i odlegtosci i.in.
Whtasnosci grafow Macierze graféw

Macierz incydencji grafu skierowanego — przyktad c.d.

tuki e
i tuk
1 (1,2 1 1 0 0 0 0 O
2 (1,4 -1 0 1 -1 0 0 O
3 (23) A= 0 0-1 1 1 1 -1
4 (3,2 0-1 0 0-1 0 O
5 (34) 0 0 0 0 0-1 1
6 (3,5)
7 (53)
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Podgrafy, skfadowe i odlegtosci i.in.
Whtasnosci grafow Macierze graféw

Macierz sgsiedztwa grafu nieskierowanego

Graf G = (V, E):
V={12,...,n}, E={e1,e2,...,em} C{{i,j}:i,j € V}.

gdzie:

beo— b — b 8 ij}EE,
! 7 0 w przeciwnym przypadku.
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Podgrafy, skfadowe i odlegtosci i.in.
Whtasnosci grafow Macierze graféw

Macierz sasiedztwa — przyktad

1 €2 3
€1 €5
®5
2 €4 4 €6
01100
1 0110
B=(1 1010
01101
0 001O0
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Podgrafy, skfadowe i odlegtosci i.in.
Whtasnosci grafow Macierze graféw

Macierz stopni — przyktad

1 €2 3
€1 €5
®5
2 €4 4 €6
2 0000
0 3 000
D=0 0 3 0 O
0 00 30
0 0001

\\'
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Podgrafy, skfadowe i odlegtosci i.in.
Whtasnosci grafow Macierze graféw

Liczba drég

Twierdzenie
Jezeli B jest macierza sasiedztwa grafu nieskierowanego G, to

element b,(.jk) macierzy B¥ jest réwny liczbie drég (niekoniecznie
prostych) majacych k krawedzi miedzy wierzchotkami i oraz j.
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Podgrafy, skfadowe i odlegtosci i.in.
Whtasnosci grafow Macierze graféw

Liczba drég — przyktfad

1 e 3
€1 €5
o5

2 €4 4 €6

21120 2 55 2 2

13211 5 4 5 6 1
B?=1|1 2 3 11| B*=1|55 4 6 1

21130 2 6 6 2 3

01101 21130

\\'
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Podgrafy, skfadowe i odlegtosci i.in.
Whtasnosci graféw Macierze graféw

Macierze incydencji i sgsiedztwa

Niech G bedzie grafem nieskierowanym prostym oraz niech D (G)
bedzie macierza stopni:

0 dlai#j,
dij = , D
d(i) dlai=y},

gdzie d (i) jest stopniem wierzchotka o numerze i. Wtedy:

A(G)AT (G) =B(G)+ D(G).

\\'
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Macierze graféw

Whtasnosci grafow

Macierze incydencji i sgsiedztwa — przykfad

A-AT=B+D
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