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Kombinacje Wspétczynnik dwumianowy
Multizbiory

Wspotczynnik dwumianowy

Liczba podzbioréw k-elementowych zbioru n-elementowego
oznaczana jest symbolem (Z) zwanym symbolem Newtona lub
wspofczynnikiem dwumianowym.

Podzbiory takie nazywa sie réwniez kombinacjami k-wyrazowymi
ze zbioru n-elementowego bez powtédrzen.

Zamiast symbolu (Z) uzywany jest tez symbol CX. Dla k > n
mamy oczywiscie (}) = 0 oraz (8) =1

Twierdzenie

Liczba podzbioréow k-elementowych zbioru n-elementowego jest

réwna:
n\ n! _f[n—i—l—l
k _k!(n—k)! - i '

=1




Kombinacje Wspétczynnik dwumianowy
Multizbiory

Wzér dwumianowy

Symbol (Z) wystepuje w tak zwanym wzorze dwumianowym
podanym przez |. Newtona w 1676 roku:

(x+y)' = z": (Z) xkyn=k.

k=0

Przyjmujac x — 1 w miejsce x oraz y = 1 we wzorze dostajemy:
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Kombinacje Wspétczynnik dwumianowy
Multizbiory

Witasnosci

Podstawiajac x = 2, otrzymujemy:
" /n
=2".
> (4)
k=0

Réwnos¢ ta méwi, ze dowolny n-elementowy zbiér ma doktadnie 2"
podzbioréw.
Rézniczkujac ten wzér stronami i przyjmujac x = 2, otrzymujemy:

Zn: (Z) k= n2mt.

k=0

Oczywista jest wtasno$é
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Kombinacje Wspétczynnik dwumianowy

Multizbiory

Ze wzoru na wspdtczynnik dwumianowy wynika, ze:

(6) <) << ()
:<(n721> g ((n/2’17+1> T <>

dla n>1.

\\'
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Kombinacje Wspétczynnik dwumianowy

Multizbiory

Ze wzoru na wspdtczynnik dwumianowy wynika, ze:

(6) <) << ()
:<(n721> g ((n/2’17+1> T <>

Trzeba zauwazyé, ze dla parzystego n mamy |n/2] = [n/2].

dla n>1.

\\'
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Kombinacje Wspétczynnik dwumianowy
Multizbiory

Tréjkat Pascala — przypomnienie

dlan>0ik>0.

Stad:
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

\\'
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Kombinacje Wspétczynnik dwumianowy
Multizbiory

Tréjkat Pascala — dowéd

] Zbiér (n — 1)-elementowy

Podzbiory k-elementowe: (

")

+

Podzbiory (k — 1)-elementowe: (

n—1
k—1

\\'
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Kombinacje Wspétczynnik dwumianowy
Multizbiory

Tréjkat Pascala — dowéd

’ Zbiér (n — 1)-elementowy ‘ el. n-ty
Podzbiory k-elementowe: (”;1) ‘ -
+
Podzbiory (k — 1)-elementowe: (7_7) | e

(0)-(")+ (o)

\\'
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Kombinacje Wspétczynnik dwumianowy
Multizbiory

Tréjkat Pascala i liczby Fibonacciego

Liczby Fibonacciego f, sa sumami liczb z ,przekatnych”
w tréjkacie Pascala. ,Przekatne” w trdjkacie Pascala to elementy
postaci ({_%) dla k =1,...,| "L

Wns1)2)
-3 ()

k=1

Sh

4 1
1010 5 1
6 152015 6 1

BN

\\'
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Kombinacje Wspétczynnik dwumianowy
Multizbiory

Tozsamo$¢ Cauchy’ego

Twierdzenie

Dla dowolnych liczb naturalnych k, I, r:

()= 06

\\'
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Kombinacje Wspétczynnik dwumianowy
Multizbiory

Tozsamo$¢ Cauchy’ego

Twierdzenie

Dla dowolnych liczb naturalnych k, I, r:

Zbidr n-elementowy, n = | + r jest podzielony na czes¢
r-elementowa i I-elementowa. W czesci r-elementowej jest t
elementéw, a w |-elementowej reszta, czyli k — t elementdw.
Sumujac wszystkie mozliwosci, dostajemy dowodzony wzér.




Kombinacje Wspétczynnik dwumianowy
Multizbiory

Uogdlnienie symbolu Newtona

Liczba sposobéw rozmieszczenia a; + a» + - - - + a, = n obiektéw
w n pudetkach z a; obiektami w pierwszym pudetku, a, w drugim
oraz a, w n-tym jest nazywana wspéfczynnikiem wielomianowym.
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Kombinacje Wspétczynnik dwumianowy
Multizbiory

Uogdlnienie symbolu Newtona

Liczba sposobéw rozmieszczenia a; + a» + - - - + a, = n obiektéw
w n pudetkach z a; obiektami w pierwszym pudetku, a, w drugim
oraz a, w n-tym jest nazywana wspéfczynnikiem wielomianowym.

Wspdtczynniki wielomianowe wyrazane s3 wzorem:

<91+az+---+an> _(ata+---+ap)

ai,az,...,an aila! ... a,!

Jesli ktérakolwiek z liczb a; jest ujemna, to wspoétczynnik ten jest
zerem.

10/33



Kombinacje Wspétczynnik dwumianowy
Multizbiory

Uogdlnienie symbolu Newtona

Liczba sposobéw rozmieszczenia a; + a» + - - - + a, = n obiektéw
w n pudetkach z a; obiektami w pierwszym pudetku, a, w drugim
oraz a, w n-tym jest nazywana wspéfczynnikiem wielomianowym.

Wspdtczynniki wielomianowe wyrazane s3 wzorem:

<91+az+---+an> _(ata+---+ap)

ai,az,...,an aila! ... a,!

Jesli ktérakolwiek z liczb a; jest ujemna, to wspoétczynnik ten jest
zerem.
Nazwa:

(1 +x+ -+ xx)"
ata+---+a
= ) xPx2 X3
1.3 3 1 72 k
aj+---+ap 1,492,-..,4dn

0<a;<n
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Kombinacje Wspétczynnik dwumianowy
Multizbiory

Definicja

Uogdlnieniem pojecia zbioru jest zbidr z powtdrzeniami
(multizbidr).

W multizbiorze kazdy element moze wystapi¢ kilkakrotnie, a liczba
wystapien nazywa sie krotnoscia elementu.

Istotna jest tu tylko krotnos¢ elementu, a nieistotna jest kolejnos¢
wystapien. Zbiér taki oznacza sie, albo wypisujac element tyle
razy, ile wynosi jego krotno$¢, albo dla krotnosci réwnej k
elementu a, piszac {...,kxa,...}.
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Multizbiory

Definicja

Uogdlnieniem pojecia zbioru jest zbidr z powtdrzeniami
(multizbidr).

W multizbiorze kazdy element moze wystapi¢ kilkakrotnie, a liczba
wystapien nazywa sie krotnoscia elementu.

Istotna jest tu tylko krotnos¢ elementu, a nieistotna jest kolejnos¢
wystapien. Zbiér taki oznacza sie, albo wypisujac element tyle
razy, ile wynosi jego krotno$¢, albo dla krotnosci réwnej k
elementu a, piszac {...,kxa,...}.

Przykfad. Jedli X = {2%a,3 x b, 1% c}, to réwniez
X ={a,b,a,b,c,b} ={a,a, b,b,b,c}, ale X # {a, b, c}.
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Kombinacje Wspétczynnik dwumianowy
Multizbiory

Podzbidor multizbioru

Zbiér A jest podzbiorem zbioru B, A C B, gdy krotno$¢ kazdego
elementu w A jest nie wieksza od krotnosci tego samego elementu
w B.

Liczbe elementéw k w zbiorze X = {ky * x1,..., kp * Xp}, to
znaczy liczno$¢ zbioru X, definiuje sie jako k = ki + - - - + k.
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Kombinacje Wspétczynnik dwumianowy
Multizbiory

Podzbidor multizbioru

Zbiér A jest podzbiorem zbioru B, A C B, gdy krotno$¢ kazdego
elementu w A jest nie wieksza od krotnosci tego samego elementu
w B.

Liczbe elementéw k w zbiorze X = {ky * x1,..., kp * Xp}, to
znaczy liczno$¢ zbioru X, definiuje sie jako k = ki + - - - + k.
Podzbiér zbioru z powtérzeniami jest wyznaczany przez wektor
n-elementowy (my, my, ..., my), w ktérym

OS mq < kl,...,Og mp < kn.

Liczba wszystkich podzbioréw zbioru z powtérzeniami

o krotnosciach ki, ka, ..., k, jest rowna

(k1 +1) (ko +1)...(kn + 1).
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Kombinacje Wspétczynnik dwumianowy
Multizbiory

Podzbiér multizbioru — przykfad

X ={a,a,a,b,b,b,b,c,c,c,d} ={3x%a,4xb,3xc,d}.

\\'
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Kombinacje Wspétczynnik dwumianowy
Multizbiory

Podzbiér multizbioru — przykfad

X ={a,a,a,b,b,b,b,c,c,c,d} ={3x%a,4xb,3xc,d}.

Podzbiory zbioru X:

A={a,4xb,2xc,d}
B={2xa,3%b,3xc}
C={2xa,c,d}
D={a b, c,d}

\\'
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Kombinacje Wspétczynnik dwumianowy
Multizbiory

Liczba podzbioréw

Twierdzenie

Liczba k-elementowych zbioréw z powtdrzeniami o elementach ze
zbioru n-elementowego (bez powtdrzeri) jest réwna:

()
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Kombinacje Wspétczynnik dwumianowy

Multizbiory

Liczba podzbioréw

Twierdzenie

Liczba k-elementowych zbioréw z powtdrzeniami o elementach ze
zbioru n-elementowego (bez powtdrzeri) jest réwna:

n+k—1
P .
Przykfad. Niech A= {a, b, c}, czyli n =3, oraz niech k = 2.
Zgodnie ze wzorem, z elementéw zbioru A mozna utworzy¢:

n+k—1 4
= = 6
() -6)
dwuelementowych podzbioréw z powtdrzeniami:

(el a0, s el 05, B 05 e Dyl W
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Zasada szufladkowa Dirichleta
Podziaty Liczby Stirlinga drugiego rodzaju

Podziaty zbioru

Podziatem zbioru n-elementowego X na k blokéw B; C X, gdzie
i=1,...,k, nazywamy dowolng rodzine zbioréw

T = {Bl,BQ,...,Bk} taka, ze B U By, U...U B, = X,
BinBij=0dlal<i<j<korazBj#0,1<i<k.
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Zasada szufladkowa Dirichleta
Podziaty Liczby Stirlinga drugiego rodzaju

Podziaty zbioru

Podziatem zbioru n-elementowego X na k blokéw B; C X, gdzie
i=1,...,k, nazywamy dowolng rodzine zbioréw

T = {Bl,BQ,...,Bk} taka, ze B U By, U...U B, = X,
BinBij=0dlal<i<j<korazBj#0,1<i<k.

Oznaczenia:
@ B1,By,..., By — bloki podziatu zbioru X,
@ [y (X) — zbidér wszystkich podziatéw zbioru X na k blokéw,
o N(X)=My(X)U---UM,(X) — zbidér wszystkich podziatéw
zbioru X.

\\'
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Zasada szufladkowa Dirichleta
Podziaty Liczby Stirlinga drugiego rodzaju

Przyktad

Istnieje 6 podziatéw zbioru czteroelementowego X = {a, b, ¢, d} na

3 bloki:
M3 (X) ={
m = {{a},{b}, {c,d}},
m = {{a},{b, c},{d}},
m3 = {{a, b}, {c},{d}},
ms = {{a, c}, {b},{d}},
ms = {{a}, {b, d},{c}},
m6 = {{a, d},{b},{c}}
}.
M3 (X) = {m1, m2, 73, T4, w5, 76}, |M3(X) | = 6. @
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Zasada szufladkowa Dirichleta
Podziaty Liczby Stirlinga drugiego rodzaju

Rozdrobnienie podziatu

Podziat 7 jest rozdrobnieniem podziatu o, jesli kazdy blok B
podziatu ¢ jest sumg mnogosciowa pewnej liczby blokéw podziatu
7, Co zapisujemy w postaci: ™ < 0.
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Podziaty Liczby Stirlinga drugiego rodzaju

Rozdrobnienie podziatu

Podziat 7 jest rozdrobnieniem podziatu o, jesli kazdy blok B
podziatu ¢ jest sumg mnogosciowa pewnej liczby blokéw podziatu
7, Co zapisujemy w postaci: ™ < 0.

Relacja ta jest relacja porzadku na zbiorze M (X).
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Zasada szufladkowa Dirichleta
Podziaty Liczby Stirlinga drugiego rodzaju

Rozdrobnienie podziatu

Podziat 7 jest rozdrobnieniem podziatu o, jesli kazdy blok B
podziatu ¢ jest sumg mnogosciowa pewnej liczby blokéw podziatu
7, Co zapisujemy w postaci: ™ < 0.

Relacja ta jest relacja porzadku na zbiorze M (X).

Przykfad. Pomiedzy podziatami zbioru X = {a, b, c,d, e}
zachodzi relacja:

{{a,c} {b},{d} {e}} < {{a, b, c}, {d,e}}.

\\'
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Zasada szufladkowa Dirichleta
Podziaty Liczby Stirlinga drugiego rodzaju

Definicja zasady szufladkowej Dirichleta

Zasada szufladkowa Dirichleta w sformutowaniu potocznym gtosi,
ze jezeli chcemy rozmiesci¢ n+ 1 przedmiotéw w n szufladkach, to
co najmniej jedna szufladka bedzie zawiera wiecej niz jeden
przedmiot.
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Podziaty Liczby Stirlinga drugiego rodzaju

Definicja zasady szufladkowej Dirichleta

Zasada szufladkowa Dirichleta w sformutowaniu potocznym gtosi,
ze jezeli chcemy rozmiesci¢ n + 1 przedmiotéw w n szufladkach, to
co najmniej jedna szufladka bedzie zawiera wiecej niz jeden
przedmiot.

Terminologia polska nie jest jednolita.

Zasade szufladkowa nazywa sie tez zasada pudetkowa lub zasada
gniazd gotebich (ang. pigeonhole principle), méwi sie tam bowiem
0 rozmieszczeniu n gotebi w k gniazdach.
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Zasada szufladkowa Dirichleta
Podziaty Liczby Stirlinga drugiego rodzaju

Zasada szufladkowa Dirichleta — twierdzenie

Twierdzenie

Niech dany bedzie zbiér skoriczony X majacy n elementéw.
Przypusémy, ze jest on suma k zbioréw parami roztacznych:

X=X{UXoU...UXj\

oraz n > k. Wowczas ktorys ze zbioréw X; ma co najmniej dwa
elementy.
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Zasada szufladkowa Dirichleta
Podziaty Liczby Stirlinga drugiego rodzaju

Usciski dfoni

Pewna grupa n oséb wita sie, podajac sobie rece, przy czym nikt
nie wita sie sam ze sobga i zadna para oséb nie wita sie wiecej niz
jeden raz. Czy jest mozliwe, aby kazda z tych oséb $ciskata inng
liczbe dtoni?
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Zasada szufladkowa Dirichleta
Podziaty Liczby Stirlinga drugiego rodzaju

Usciski dfoni

Pewna grupa n oséb wita sie, podajac sobie rece, przy czym nikt
nie wita sie sam ze sobga i zadna para oséb nie wita sie wiecej niz
jeden raz. Czy jest mozliwe, aby kazda z tych oséb $ciskata inng
liczbe dtoni?

Mogtoby sie wydawa¢, ze jest to mozliwe, poniewaz liczba
mozliwych usciskow jednej osoby moze przybieraé dowolng sposréd
wartosci od 0 do n — 1, ktérych jest przeciez n.

Zauwazmy jednak, ze skrajne przypadki 0 i n — 1 wykluczaja sie
wzajemnie (nie jest mozliwe, by ktéras z oséb nie uscisneta zadnej
dfoni i jednoczesnie kto$ inny przywitat sie ze wszystkimi).

Zatem na mocy zasady szufladkowej muszg istnie¢ dwie osoby,
ktére wymienity te sama liczbe usciskéw.
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Zasada szufladkowa Dirichleta
Podziaty Liczby Stirlinga drugiego rodzaju

Uogdlniona zasada szufladkowa

Twierdzenie

Jezeli n przedmiotéw rozmiescimy w k szufladkach oraz n > km,
gdzie m jest pewng liczba naturalna, to w ktorejs szufladce
znajdzie sie wigcej niz m przedmiotéw.
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Uogdlniona zasada szufladkowa

Twierdzenie

Jezeli n przedmiotéw rozmiescimy w k szufladkach oraz n > km,
gdzie m jest pewng liczba naturalna, to w ktorejs szufladce
znajdzie sie wigcej niz m przedmiotéw.

Przyktad. Na konferencje przyjechato 100 matematykéw,

z ktérych 85 wtadato jezykiem angielskim, 80 — francuskim, 70 —
polskim, 66 — niemieckim. Czy wsréd matematykéw byt taki, ktéry
wtadat wszystkimi czterema jezykami?
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Uogdlniona zasada szufladkowa

Twierdzenie

Jezeli n przedmiotéw rozmiescimy w k szufladkach oraz n > km,
gdzie m jest pewng liczba naturalna, to w ktorejs szufladce
znajdzie sie wigcej niz m przedmiotéw.

Przyktad. Na konferencje przyjechato 100 matematykéw,

z ktérych 85 wtadato jezykiem angielskim, 80 — francuskim, 70 —
polskim, 66 — niemieckim. Czy wsréd matematykéw byt taki, ktéry
wtadat wszystkimi czterema jezykami?

taczna liczba jezykdéw, ktérymi witadali uczestnicy konferencji,

wynosi 85 + 80 + 70 + 66 = 301. Wobec tego, na mocy zasady
szufladkowej, co najmniej jeden z nich zna 4 jezyki. Gdyby kazdy
wtadat co najwyzej trzema jezykami, to ogdtem znaliby oni co
najwyzej 300 jezykow. \\’
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Zasada szufladkowa Dirichleta
Podziaty Liczby Stirlinga drugiego rodzaju

Podziat zbioru

Podziat 7 n-elementowego zbioru X jest typu A = (A1,...,An),

jesli zawiera \; blokéw i-elementowych. Typ taki zapisujemy jako
1MX2  phn,
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Zasada szufladkowa Dirichleta
Podziaty Liczby Stirlinga drugiego rodzaju

Podziat zbioru

Podziat 7 n-elementowego zbioru X jest typu A = (A1,...,An),

jesli zawiera \; blokéw i-elementowych. Typ taki zapisujemy jako
1MX2  phn,

Twierdzenie

Liczba podziatéw typu 1*12*2 .. n* zbioru n-elementowego, gdzie
A1+ 2 2 + -+ n\, = n, jest réwna:

n!
Tl A e ()

P(Ai,..o5An)
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Zasada szufladkowa Dirichleta
Podziaty Liczby Stirlinga drugiego rodzaju

Liczba Stirlinga

Liczba takich podziatéw jest réwna liczbie permutacji typu
1M2%2  pM zbioru n-elementowego.

Liczba pogrupowan n réznych obiektéw w doktadnie k grupach to
podzbiorowa liczba Stirlinga nazywana liczba Stirlinga drugiego
rodzaju.

Okresla ona liczbe sposobdéw podziatu zbioru n-elementowego na k
niepustych podzbioréw. Oznaczana jest jako {Z} lub S (n, k).
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Zasada szufladkowa Dirichleta
Podziaty Liczby Stirlinga drugiego rodzaju

Przyktad

Istnieje siedem sposobéw podziatu zbioru czteroelementowego na
dwie czesci:

{1,2,3} U {4}, {1,2,4} U {3}, {1,3,4} U {2}, {2,3,4} U {1},
{1,2} U {3,4}, {1,3}U{2,4}, {1,4} U{2,3}. Stad {5} =7.

\\'
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Zasada szufladkowa Dirichleta
Podziaty Liczby Stirlinga drugiego rodzaju

Jawnie

Liczby Stirlinga drugiego rodzaju mozna tez wyrazi¢ jawnie.

Twierdzenie
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Zasada szufladkowa Dirichleta
Podziaty Liczby Stirlinga drugiego rodzaju

Rekurencyjnie

Twierdzenie

Liczby Stirlinga drugiego rodzaju spetniaja wzér rekurencyjny:

(=

dla0<k<noraz{"} =1dlan>0i{j} =0dlan>0.

\\'
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Zasada szufladkowa Dirichleta
Podziaty Liczby Stirlinga drugiego rodzaju

Przyktad

Wyznaczymy liczbe podziatéw zbioru czteroelementowego na trzy
czedci. Obliczymy rekurencyjnie {3}.

et RS PR HERH
:{2_1}+z{3;1}+31:{i}+2{§}+3
—{i:i}+¢-{2zl}+2-y+3_{3}+1~E}+5

—0+1-14+5=6.

Oznacza to, ze istnieje 6 podziatéw zbioru czteroelementowego na
trzy czesci.

\\'
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Zasada szufladkowa Dirichleta
Podziaty Liczby Stirlinga drugiego rodzaju

Podziat liczb

Zaktadamy, ze n,k € {1,2...}. Na ile sposobéw mozna zapisa¢
liczbe n w postaci sumy k sktadnikéw:

n=ai+- +a,

gdzie a3 > ap > -+ - > a, > 07 Kazdy taki ciag skfadnikéw
ai,...,ax hazywamy podziatem liczby n na k sktadnikdw.
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Zasada szufladkowa Dirichleta
Podziaty Liczby Stirlinga drugiego rodzaju

Podziat liczb

Zaktadamy, ze n,k € {1,2...}. Na ile sposobéw mozna zapisa¢
liczbe n w postaci sumy k sktadnikéw:

n=ai+- +a,

gdzie a3 > ap > -+ - > a, > 07 Kazdy taki ciag skfadnikéw
ai,...,ax hazywamy podziatem liczby n na k sktadnikdw.

Oznaczenia:
@ P(n, k) — liczba podziatéw liczby n na k sktadnikéw,

@ P (n) — liczba wszystkich podziatéw liczby n.
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Przyktad podziatu liczby

Zbiér podziatéw liczby 6:

6

5 1

4 2

4 11

33

321

3111

2 2 2

2 211

21111

111111
Stad P(6,1) =1, P(6,2) =3, P(6,3) =3, P(6,4) =2, W

P(6,5) =1, P(6,6) =1, czyli P(6) = 11.
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Diagram Ferresa

Dla podziatu n = a3 + a» + - - - + a, tworzymy diagram Ferrersa.
Ma on k wierszy i zawiera a; punktéw w j-tym wierszu.
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Zasada szufladkowa Dirichleta
Podziaty Liczby Stirlinga drugiego rodzaju

Diagram Ferresa

Dla podziatu n = a3 + a» + - - - + a, tworzymy diagram Ferrersa.
Ma on k wierszy i zawiera a; punktéw w j-tym wierszu.

Przyktad. Dla liczby 10 mamy 10 = 5 + 3 4+ 2. Stad diagram
Ferrersa dla tego podziatu liczby 10 ma postac:
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Podziat sprzezony

Podziat sprzezony otrzymujemy zamieniajac miejscami
(transponujac) wiersze i kolumny diagramu Ferrersa.

Przyktad. Diagram Ferrersa dla podziatu sprzezonego liczby 10
ma postac:

Stad podziat sprzezony podziatu liczby 10 =5+ 3 + 2 to
10=3+3+2+1+1.
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Podziat sprzezony c.d.

Transpozycja diagrafu Ferrersa daje wzajemnie jednoznaczne
przyporzadkowanie miedzy podziatami liczby n na k sktadnikéw a
podziatami tej liczby o najwiekszym sktadniku réwnym k.

Twierdzenie

Liczba podziatéw liczby n na k skfadnikéw jest réwna liczbie
podziatéw liczby n, w ktérych najwiekszy sktadnik réwny jest k.
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Podziat sprzezony c.d.

Transpozycja diagrafu Ferrersa daje wzajemnie jednoznaczne
przyporzadkowanie miedzy podziatami liczby n na k sktadnikéw a
podziatami tej liczby o najwiekszym sktadniku réwnym k.

Twierdzenie

Liczba podziatéw liczby n na k skfadnikéw jest réwna liczbie
podziatéw liczby n, w ktérych najwiekszy sktadnik réwny jest k.

Wzér rekurencyjny:
P(n,k)=P(n—1,k—1)+ P(n— k, k)

dlan> k> 0oraz P(0,0)=P(0) =1.
\\'
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Przyktad

W podziale liczby 10 na trzy sktadniki najwiekszy sktadnik moze
by¢ réwny 8. Odpowiedni diagram Ferrersa:

Podziat liczby 10 na trzy sktadniki — osiem podziatéw:
8+1+1,
7+2+1,
6+3+1,
6+2+2,
5+4+41,
5+3+42,
4+3+3, W
44+4+2.
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