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Funkcje Liczby funkcji
Pudetka

Funkcja jako relacja

Funkcja
f:X—=Y

to relacja
RCXXxY

taka, ze dla kazdego x € X istnieje doktadnie jedna para

(Xv)/)? y:f(X)'

Zbiér X nazywamy dziedzing funkcji, a zbiér Y przeciwdziedzing
funkgji.

\\'
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Funkcje Liczby funkcji
Pudetka

Obraz i przeciwobraz

Obraz zbioru A to zbidr wszystkich wartosci nalezacych do
przeciwdziedziny przyjmowanych przez funkcje dla kazdego
elementu danego podzbioru tej dziedziny, to znaczy

F(A)={yeY:\ y=Ff(x}

XEA
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Funkcje Liczby funkcji
Pudetka

Obraz i przeciwobraz

Obraz zbioru A to zbidr wszystkich wartosci nalezacych do
przeciwdziedziny przyjmowanych przez funkcje dla kazdego
elementu danego podzbioru tej dziedziny, to znaczy

F(A)={yeY:\ y=Ff(x}

XEA

Przeciwobraz zbioru B to zbidr wszystkich elementéw dziedziny,
ktére s3 odwzorowane na elementy danego zbioru, to znaczy

f1(B)={xe€ X :f(x)e B}.
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Funkcje Liczby funkcji
Pudetka

Klasyfikacja funkgcji

Funkcja f: X — Y jest ,na" (jest surjekcja), jesli £ (X) =Y.

\\'
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Funkcje Liczby funkcji
Pudetka

Klasyfikacja funkgcji

Funkcja f: X — Y jest ,na" (jest surjekcja), jesli £ (X) =Y.
Funkcja f : X — Y jest réznowartosciowa (jest wzajemnie
jednoznaczna, jest iniekcja), jesli

/\ a#b=f(a)#f(b).

a,beX

\\'
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Funkcje Liczby funkcji
Pudetka

Klasyfikacja funkgcji

Funkcja f: X — Y jest ,na" (jest surjekcja), jesli £ (X) =Y.
Funkcja f : X — Y jest réznowartosciowa (jest wzajemnie
jednoznaczna, jest iniekcja), jesli

/\ a#b=f(a)#f(b).

a,beX

Funkcja f : X — Y jest bijekcja, jesli jest réznowartosciowa i ,,na".

\\'
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Funkcje Liczby funkcji
Pudetka

Na ile sposobdéw?

Na ile sposobéw mozna rozmiesci¢ pewng liczbe obiektow
w okreslonej liczbie pudetek, tak aby spetnione byty zadane
dodatkowe warunki?
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Funkcje Liczby funkcji
Pudetka

Na ile sposobdéw?

Na ile sposobéw mozna rozmiesci¢ pewng liczbe obiektow
w okreslonej liczbie pudetek, tak aby spetnione byty zadane
dodatkowe warunki?

Formalny opis tego problemu to klasyczne zadanie kombinatoryki,
ktére brzmi: dane sg dwa zbiory skonczone X oraz Y o mocach,
czyli liczbach elementéw odpowiednio: |[X|=m i |Y| = n.

lle jest funkcji f : X — Y spetniajacych zadane ograniczenia?
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Funkcje Liczby funkcji
Pudetka

Interpretacje

@ X — zbidr obiektéw, Y — zbiér pudetfek; funkcja f : X — Y
okres$la pewne rozmieszczenie obiektéw w pudetkach przez
wskazanie dla kazdego obiektu x € X pudetka f (x) € Y,
w ktérym jest umieszczony;

@ X — zbidr obiektéw, Y — zbiér koloréw; funkcja f: X — Y
okresdla sposob kolorowania obiektéw przez podanie dla
kazdego obiektu x € X koloru f (x) € Y.

\\'

6/33



Funkcje Liczby funkcji
Pudetka

Interpretacje

@ X — zbidr obiektéw, Y — zbiér pudetfek; funkcja f : X — Y
okres$la pewne rozmieszczenie obiektéw w pudetkach przez
wskazanie dla kazdego obiektu x € X pudetka f (x) € Y,
w ktérym jest umieszczony;

@ X — zbidr obiektéw, Y — zbiér koloréw; funkcja f: X — Y
okresdla sposob kolorowania obiektéw przez podanie dla
kazdego obiektu x € X koloru f (x) € Y.

Niech X ={1,2,...,m} i Y ={1,2,...,n}. W najprostszej
sytuacji nie naktadamy zadnych dodatkowych warunkoéw,
rozmieszczenie obiektéw w pudetkach moze by¢ opisane funkcja ze
zbioru wszystkich funkcjiz X w Y.

\\'
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Funkcje Liczby funkcji
Pudetka

Zbiory w pudetkach
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Funkcje Liczby funkcji
Pudetka

Zbiory w pudetkach

Twierdzenie

Jesli | X| = m oraz |Y| = n, to liczba wszystkich funkcji
f: X —=Y jest réwna n.
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Funkcje Liczby funkcji
Pudetka

Zbiory w pudetkach

Twierdzenie

Jesli | X| = m oraz |Y| = n, to liczba wszystkich funkcji
f: X —=Y jest réwna n.

\,

Dowdd

Oznaczmy X ={1,2,...,m}. Funkcje f : X — Y sa ciagami
dtugosci m o wyrazach ze zbioru Y. Kazdy wyraz mozna wybrac
na n sposobéw, wszystkich ciagéw jest wiec n.
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Funkcje Liczby funkcji

Pudetka

Zbiory w pudetkach c.d.

Co najwyzej jeden element w pudetku.

Twierdzenie

Jesli | X| = m oraz | Y| = n, to liczba funkcji réznowartosciowych
n!

f: X =Y jest dlam< n réwna (o m)!
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Funkcje Liczby funkcji
Pudetka

Zbiory w pudetkach c.d.

Co najwyzej jeden element w pudetku.

Twierdzenie

Jesli | X| = m oraz | Y| = n, to liczba funkcji réznowartosciowych

fi X =Y jestdlam < n réwna ;2%

€

Dowdd

Niech X = {1,2,...,m} oraz m < n. Pierwszy wyraz ciaggu mozna
wybraé na n sposobdw, drugi na n — 1, a ogdlnie i-ty wyraz mozna
wybra¢ nam— (i —1) = m — i + 1 sposobéw, co dowodzi
twierdzenia dla m < n.

Dla m > n nie ma funkcji f : X — Y réznowartosciowych.

8/33



Funkcje Liczby funkcji
Pudetka

Liczba funkcji réznowartos$ciowych

Twierdzenie
Jesli | X| = m oraz |Y| = n, to liczba funkcji réznowartosciowych
f: X =Y jestdlam< n réwna (n_"i'),

Dowod

| 3
.

Niech X = {1,2,...,m} oraz m < n. Pierwszy wyraz ciaggu mozna
wybraé na n sposobdéw, drugi na n — 1, a ogdlnie i-ty wyraz mozna
wybra¢ nam — (i —1) = m — i + 1 sposobdw, co dowodzi
twierdzenia dla m < n. Dla m > n nie ma funkcji f : X =Y
réznowartosciowych.

.

Powyzsze twierdzenie opisuje zadanie znalezienia liczby
rozmieszczen m elementéw w n pudetkach, gdy w kazdym pude’fkuQ
mozna umiescié¢ co najwyzej jeden element. W
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Funkcje Liczby funkcji
Pudetka

Rozmieszczenia ciggédw w pudetkach

Zagadnieniem podobnym jest rozmieszczenie m elementéw w n
pudetkach, przy czym kazde pudetko zawiera ciag elementéw
(pudetka moga by¢ tez puste). Dwa rozmieszczenia s3 identyczne,
gdy te same pudetka majg te same ciagi elementow.
Rozmieszczenia tego typu nazywa sie rozmieszczeniami
uporzadkowanymi m elementéw w n pudetkach.
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Funkcje Liczby funkcji
Pudetka

Rozmieszczenia ciggédw w pudetkach c.d.

Twierdzenie

Liczba rozmieszczen uporzadkowanych m elementéw w n
. z (n+m—1)!
pudetkach jest réwna =y
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Funkcje Liczby funkcji
Pudetka

Rozmieszczenia ciggédw w pudetkach c.d.

Twierdzenie

Liczba rozmieszczen uporzadkowanych m elementéw w n

pudetkach jest réwna %

Zamiast dowodu — przyktad.
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Funkcje Liczby funkcji
Pudetka

Przyktad

m = 3 (elementy x, y, z), n =2 (pudetka A i B),

(n+m-1)! 41
(n—1)r  — 11 — 24.

A B A B
xy z xyz

yx z xzy

Xz y yxz

zx y yzx

yz X zxy

zy X zyx

z Xy xyz
z yx xzy
y Xz yxz
y zx yzx
X yz zxy \\
X zy zyx
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Dziatania na permutacjach
Permutacje Rozktad permutacji na cykle i liczby Stirlinga 1-go rodzaju

Permutacje ponownie

Jesli m = n, to kazda funkcja réznowartosciowa f : X — Y jest
wzajemnie jednoznacznym odwzorowaniem zbioru X na zbiér Y.
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Dziatania na permutacjach
Permutacje Rozktad permutacji na cykle i liczby Stirlinga 1-go rodzaju

Permutacje ponownie

Jesli m = n, to kazda funkcja réznowartosciowa f : X — Y jest
wzajemnie jednoznacznym odwzorowaniem zbioru X na zbiér Y.

Jest permutacja zbioru X.
Oczywiscie liczba tych funkcji jest réwna n!.

Przyktad. Cztery elementy, cztery pudetka:

numer elementu — 1 2 3 4
numer pudetka — 2 1 4 3
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Dziatania na permutacjach
Permutacje Rozktad permutacji na cykle i liczby Stirlinga 1-go rodzaju

Permutacje ponownie

Jesli m = n, to kazda funkcja réznowartosciowa f : X — Y jest
wzajemnie jednoznacznym odwzorowaniem zbioru X na zbiér Y.

Jest permutacja zbioru X.
Oczywiscie liczba tych funkcji jest réwna n!.

Przyktad. Cztery elementy, cztery pudetka:

numer elementu — 1 2 3 4
numer pudetka — 2 1 4 3

— bijekgcja.
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Dziatania na permutacjach
Permutacje Rozktad permutacji na cykle i liczby Stirlinga 1-go rodzaju

Ztozenie permutacji

Ztozeniem permutacji f oraz g nazywamy permutacje f o g taka,

ze (fog) (i) =f(g(i)).
Jest to superpozycja funkcji, gdzie g jest funkcja wewnetrzna.
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Dziatania na permutacjach
Permutacje Rozktad permutacji na cykle i liczby Stirlinga 1-go rodzaju

Ztozenie permutacji

Ztozeniem permutacji f oraz g nazywamy permutacje f o g taka,
ze (fog) (i) =f(g(i)).
Jest to superpozycja funkcji, gdzie g jest funkcja wewnetrzna.

Prosty przykfad: niech X = {1,2,3} oraz f; = (1, 3,2),
f=(3,2,1). Weedy fi o = (2,3,1).

\\'
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Dziatania na permutacjach
Permutacje Rozktad permutacji na cykle i liczby Stirlinga 1-go rodzaju

Przyktad ztozenia permutacji

2 3 4
5 31

1 5
2 4 )

(12345 3
“\5 321 4) &7

Wtedy ztozenie permutacji f oraz g to:

foa_ (12345
E=\3 425 1)

\\'
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Dziatania na permutacjach
Permutacje Rozktad permutacji na cykle i liczby Stirlinga 1-go rodzaju

Permutacja identycznosciowa i odwrotna

Permutacja identycznosciowa /:

fol=1of=f,

/- dy d2 ... ap
"\a1 a ... a,/)’

czyli
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Dziatania na permutacjach
Permutacje Rozktad permutacji na cykle i liczby Stirlinga 1-go rodzaju

Permutacja identycznosciowa i odwrotna

Permutacja identycznosciowa /:

fol=1of=f,

/- dy d2 ... ap
"\a1 a ... a,/)’

Permutacja f~! odwrotna do f:

czyli

flof=1.
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Dziatania na permutacjach
Permutacje Rozktad permutacji na cykle i liczby Stirlinga 1-go rodzaju
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Dziatania na permutacjach
Permutacje Rozktad permutacji na cykle i liczby Stirlinga 1-go rodzaju

Permutacja odwrotna f~! — przyktad

(12345
“\2 315 4
f1_(1 2345
“\3 12 5 4
Ztozenie:
123 45
-1 _
ol _<12345>_I

\\'
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Dziatania na permutacjach
Permutacje Rozktad permutacji na cykle i liczby Stirlinga 1-go rodzaju

Grupa:
G = (E,o),

gdzie E jest zbiorem elementdw, a o jest dziataniem grupowym:

© A (aob)oc=ao(boc) - dziatanie jest taczne,

a,b,ceE

@ \/ A eoa=aoe= a-istnieje element neutralny e,
ecE acE

@ AN V aob=e.
acE beE

Dziatanie o jest zwykle oznaczane jako - (notacja multiplikatywna i
wtedy moze byé pominiete) lub jako + (notacja addytywna).

18/33



Dziatania na permutacjach
Permutacje Rozktad permutacji na cykle i liczby Stirlinga 1-go rodzaju

Element neutralny w notacji addytywnej oznaczany jest zwykle
jako 0 lub 0, a w notacji multiplikatywnej jako 1 lub 1.
Element b okreslony w punkcie jest elementem przeciwnym w
notacji addytywnej i oznaczany jest jako —a, a w notacji
multiplikatywnej jest elementem odwrotnym i oznaczany jest

jako a=1.

Grupa G jest przemienna lub abelowa (od nazwiska: Niels Abel),
gdy

N at+tb=b+a
a,beG




Dziatania na permutacjach
Permutacje Rozktad permutacji na cykle i liczby Stirlinga 1-go rodzaju

Grupa permutacji (1)

Niech S, oznacza zbiér permutacji na elementach wraz
dziataniem o.

20/33



Dziatania na permutacjach
Permutacje Rozktad permutacji na cykle i liczby Stirlinga 1-go rodzaju

Grupa permutacji (1)

Niech S, oznacza zbiér permutacji na elementach wraz
dziataniem o.

S jest grupa permutacji.
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Dziatania na permutacjach
Permutacje Rozktad permutacji na cykle i liczby Stirlinga 1-go rodzaju

Grupa permutacji (1)

Niech S, oznacza zbiér permutacji na elementach wraz
dziataniem o.

S jest grupa permutacji.

Obszerne informacje o teorii grup i grupach permutacji mozna
znalez¢ w ksiazce [RR], pkt. 6.4 i 6.5.
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Dziatania na permutacjach
Permutacje Rozktad permutacji na cykle i liczby Stirlinga 1-go rodzaju

Grupa permutacji (2)

Grupy permutacji okazaty sie szczegdlnie wazne przy badaniu
rozwigzywalnosci réwnan algebraicznych.

M. Rejewski, J. Rézycki i H. Zygalski wykorzystali teorie
permutacji do ztamania szyfru Enigmy (1932).

Ich badania kontynuowata grupa kryptologdéw brytyjskich z
istotnym udziatem A. Turinga w Bletchley Park.

Ciekawa ksigzka o Enigmie: M. Grajek. Enigma. Blizej prawdy.
Rebis 2007.

W 2014 roku Morten Tyldum nakrecit film o pracy Turinga nad
tamaniem kodu Enigmy, ,Gra tajemnic”. Film utworzyt na
podstawie adaptacji biografii Andrewa Hodgesa: ,/Alan Turing.
Enigma".
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Dziatania na permutacjach
Permutacje Rozktad permutacji na cykle i liczby Stirlinga 1-go rodzaju

Grupa permutacji (3)

Grupa permutacji nie jest przemienna.

Niech:

(12345 /12345
“\53214) €7 \25314

Witedy:

fo (12345 (12345
E=\3 425 1) €°"=\ 435 21)

\\'
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Dziatania na permutacjach
Permutacje Rozktad permutacji na cykle i liczby Stirlinga 1-go rodzaju

Podziat zbioru

Niech f : X — X bedzie permutacja zbioru X.
Podziat zbioru X na roztaczne czedci X1, Xo, ..., Xk

X=X1UXoU---UX
taki, ze w kazdym zbiorze Xj, x € X; = f(x) € X;. Zadnego
z X; nie mozna juz podzieli¢ na dwie niepuste czesci o powyzszej

wiasnosci. Wtedy X mozna uporzadkowaé w taki sposéb, ze kazdy
X; sktada sie z kolejnych elementéw, X; = {x;, ... ,xjmj} oraz

FO) = % £ (%) = X (mj_l)

= Xjtm;; f (XH-"U) = -
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Dziatania na permutacjach
Permutacje Rozktad permutacji na cykle i liczby Stirlinga 1-go rodzaju

Podziat zbioru c.d.

Funkcja f ograniczona do zbioru X; tez jest permutacja.
Podziat zbioru X na roztaczne czedci X1, Xo, ..., Xk, to znaczy:

X=XUXoU---UX

taki, ze w kazdym zbiorze Xj, x € X; = f(x) € Xj. Zadnego
z X; nie mozna juz podzieli¢ na dwie niepuste czesci o powyzszej
wiasnosci. Wtedy X mozna uporzadkowaé w taki sposéb, ze kazdy
X; sktada sie z kolejnych elementéw, X; = {x;, ... ,)gmj} oraz
f (le) = Xjz, f(ij) = Xjgy- - f (ijj—l>
= Xtmp> £ (Xjm;) = -

Oczywiécie funkcja f ograniczona do zbioru X tez jest permutacja.(\\"

24/33



Dziatania na permutacjach
Permutacje Rozktad permutacji na cykle i liczby Stirlinga 1-go rodzaju

Kazdy taki podzbiér (uporzadkowany) Xj C X nazywa sie cyklem,
a przedstawienie X w postaci sumy cykli nazywa sie rozktadem
permutacji na cykle.

Moc zbioru X; nazywa sie dfugoscig cyklu X;.

Rozktad permutacji (x1, x2, ..., xn) na cykle oznacza sig:

Bt oo o Sl Pty - o oo Simammnl - o o Dm0 oo %G1

gdzie m; jest dfugoscia j-tego cyklu.
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Dziatania na permutacjach
Permutacje Rozktad permutacji na cykle i liczby Stirlinga 1-go rodzaju

Cykle — rysunek

Rozktad permutacji (7,3,4,2,6,5,1) na cykle [1,7][2, 3, 4][5, 6].

1 A=

\\'
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Dziatania na permutacjach
Permutacje Rozktad permutacji na cykle i liczby Stirlinga 1-go rodzaju

Definicja rekurencyjna

Liczby Stirlinga pierwszego rodzaju s, x (lub s (n, k)):
s(nk)y=s(n—1,k—1)—(n—1)s(n—1,k)

dla0< k<norazs(nn)=1dlan>0is(n0)=0dlan>D0.

\\'
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Dziatania na permutacjach
Permutacje Rozktad permutacji na cykle i liczby Stirlinga 1-go rodzaju

Cykliczne liczby Stirlinga

Stirlinga pierwszego rodzaju s (n, k) moga by¢ ujemne. Z tego
powodu dodatkowo rozwaza sie ich warto$¢ bezwzgledna.
Takie liczby nazywane sa nieoznakowanymi liczbami Stirlinga
pierwszego rodzaju i oznaczane c (n, k) lub czesciej cyklicznymi
liczbami Stirlinga oznaczanynwi[Z],to znaczy:

Is(n, k)| = c(n, k) = m
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Dziatania na permutacjach
Permutacje Rozktad permutacji na cykle i liczby Stirlinga 1-go rodzaju

Liczbt Stirlinga a cykle

Twierdzenie

Wartosé bezwzgledna liczby Stirlinga pierwszego rodzaju
s (n, k)| = [}] jest réwna liczbie permutacji zbioru
n-elementowego, ktéra ma rozkfad na k cykli.
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Dziatania na permutacjach
Permutacje Rozktad permutacji na cykle i liczby Stirlinga 1-go rodzaju

Liczbt Stirlinga a cykle

Twierdzenie

Wartosé bezwzgledna liczby Stirlinga pierwszego rodzaju
s (n, k)| = [}] jest réwna liczbie permutacji zbioru
n-elementowego, ktéra ma rozkfad na k cykli.

Cykliczna liczba Stirlinga oznacza wiec liczbe sposobéw na
rozmieszczenie n obiektéw w k cyklach.
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Dziatania na permutacjach
Permutacje Rozktad permutacji na cykle i liczby Stirlinga 1-go rodzaju

Inna definicja

Cykliczne liczby Stirlinga definiuje sie tez réwnowaznym wzorem

rekurencyjnym:
n n—1 n—1
=[] oo
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Dziatania na permutacjach
Permutacje Rozktad permutacji na cykle i liczby Stirlinga 1-go rodzaju

Whtasnosci (1)

Twierdzenie

Dla dowolnych k, n prawdziwe sa wfasnosci:

° '1’] — (n—1)!,

7))

o Z]zOdlak>n.
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Dziatania na permutacjach
Permutacje Rozktad permutacji na cykle i liczby Stirlinga 1-go rodzaju

Witasnosci (2)

Twierdzenie
Dla dowolnych n >0 i k > 0:

Zachodzi tez zwigzek:

s(n, k) = (—1)"tk m = ()t [Z] .

\\'
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Dziatania na permutacjach
Permutacje Rozktad permutacji na cykle i liczby Stirlinga 1-go rodzaju

Liczby Stirlinga a liczby harmoniczne

Zwiazek cyklicznych liczb Stirlinga z liczbami harmonicznymi

1
H,o=Y =,
A ;n
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Dziatania na permutacjach
Permutacje Rozktad permutacji na cykle i liczby Stirlinga 1-go rodzaju

Liczby Stirlinga a liczby harmoniczne

Zwiazek cyklicznych liczb Stirlinga z liczbami harmonicznymi

1
H,o=Y =,
A ;n

Twierdzenie

Dla n > 1 zachodzi:

i km — nlH,,
k=0

gdzie H, jest n-ta liczbg harmoniczng.
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