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Indukcja Zasada indukcji matematycznej
Zastosowaia ZIM i iteracja

Przypomnienie

Tautologia:
(PA(p = q)) = q.
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Indukcja Zasada indukcji matematycznej
Zastosowaia ZIM i iteracja

Przypomnienie

Tautologia:
(PA(p = q)) = q.
Oznacza to, ze jesli
@ zdanie p jest prawdziwe oraz
@ prawdziwe jest wynikanie p — q,

@ to prawdziwe jest zdanie q.
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Indukcja Zasada indukcji matematycznej
Zastosowaia ZIM i iteracja

Definicje (1)

Zasada indukcji matematycznej: ZIM.

Zatézmy, ze dana jest pewna wtasno$¢ P liczb naturalnych.

P (n) oznacza, ze liczba n ma wtasno$¢ P. Kazda liczba naturalna
n > ng ma wtasno$¢ P, o ile spetnione s3 nastepujace dwa
warunki:

@ podstawa indukcji: zachodzi P (ng),

@ krok indukcyjny: z tego, ze zachodzi P (n), wynika, ze
zachodzi P (n+1).
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Indukcja Zasada indukcji matematycznej
Zastosowaia ZIM i iteracja

Definicje (2)

Zasade indukcji matematycznej mozna takze sformutowaé inaczej.
Niech p(m), p(m + 1), ... bedzie ciaggiem zdan. Jesli:

(P) zdanie p(m) jest prawdziwe oraz
(1) zdanie p(k + 1) jest prawdziwe, tylko jesli zdanie p(k) jest
prawdziwe i m < k,
to wszystkie te zdania s3 prawdziwe.
Warunek (P) nazywamy warunkiem poczatkowym, natomiast (1)
nazywamy krokiem indukcyjnym.
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Indukcja Zasada indukcji matematycznej
Zastosowaia ZIM i iteracja

Iteracja

Procedura iteracyjna obliczania kolejnych wartosci ciagu a,,
n = Ng, 0000 N.
Potrzebna jest znajomos¢ ayp, i funkcji apy1 = f (an).
© Obliczamy ay,.
@ Dla kolejnych n e (Np + 1, ..., N) obliczany ap+1 = f (an) —
petla for.
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Indukcja Zasada indukcji matematycznej
Zastosowaia ZIM i iteracja

Suma szescianéw liczb naturalnych (1)

Wzér na sume szescianéw n pierwszych liczb naturalnych, n > 1:

134_23_’__.__’_”3_( .

13:1::(L(2+U>2‘

Zaktadamy, ze wzér zachodzi dla liczby naturalnej n. Pokazemy, ze
wzér jest prawdziwy dla liczby n+ 1, to znaczy:

m+1ﬂn+m>{

13+23+---+n3+(n+1)3:< ;

\\'
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Indukcja Zasada indukcji matematycznej
Zastosowaia ZIM i iteracja

Suma szescianéw liczb naturalnych (2)

1 2
13+23+-~-+n3+(n+1)3: (n(n;_)> +(n+1)3

_ (,7;1>2nz+ <n-2+1>24(n+1)
_ (n;1>2(n2+4n+4) = (T)z(wzf

_ ((n+1)2(n+2)>2_

Na podstawie zasady indukcji matematycznej wzér jest prawdziwy
dla kazdej liczby naturalnej n > 1. W\
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Indukcja Zasada indukcji matematycznej
Zastosowaia ZIM i iteracja

Liczby harmoniczne (1)

Liczby harmoniczne definiuje sie jako sume odwrotnosci kolejnych
liczb naturalnych, to znaczy:

Ho=1

oraz dla n > 0:
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Liczby harmoniczne (1)

Liczby harmoniczne definiuje sie jako sume odwrotnosci kolejnych
liczb naturalnych, to znaczy:

Ho=1

oraz dla n > 0:

H2n§n+1.
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Indukcja Zasada indukcji matematycznej
Zastosowaia ZIM i iteracja

Liczby harmoniczne (2)

Podstawa indukcji:
H20 = H]_ = 1 S 1

Krok indukcyjny:

1 1 1
Hn :Hn —
on+1 2+2n+1+2n+2+ +2n+1

1
§H2n+§2n:H2n+1§(n+l)+l

\\'
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Indukcja Zasada indukcji matematycznej
Zastosowaia ZIM i iteracja

Liczby harmoniczne — iteracja

oraz
Hy =1,

czyli Np = 1 i obliczamy H, dla kolejnych n=1,2,....
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Indukcja Zasada indukcji matematycznej
Zastosowaia ZIM i iteracja

Liczby harmoniczne — iteracja

oraz
Hy =1,

czyli Np = 1 i obliczamy H, dla kolejnych n=1,2,....

1
Hypir = Hp+ ——
ntl = oo

oraz H; = 1.
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Indukcja Zasada indukcji matematycznej
Zastosowaia ZIM i iteracja

Kolejne liczby harmoniczne

n H,

1 Hi =1

2 Hi+ 3 =1.500

3 Hy+1=1833

4 Hs+ 5 =2.083

5 Hy+1i=2283

6 %+322%0

7 %+§:2w3m

Wtasnos¢:
lim (H, —Inn) =~ =0.577218.

n—o00

~ — stata Eulera.
\\
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Indukcja Zasada indukcji matematycznej
Zastosowaia ZIM i iteracja

Kolejne liczby harmoniczne

n H,

1 Hi=1

2 Hi+ 3 =1.500

3 Hy+1=1833

4 Hs;+ 3z =12083

5 Hy+ % —2.283

6 Hs—+ = 2.450

7 He+37=2593...
WHtasnoscé:

Ii_}m (Hp —Inn) =~ = 0.577218.

~ — stata Eulera.

H7 —In7 = 0.6469 ~ ~. \\'
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Indukcja Zasada indukcji matematycznej
Zastosowaia ZIM i iteracja

Wieze Hanoi — iteracja

Wieza sktada sie z trzech stupkéw: A, B, C. Na stupku A jest n
krazkdw.

Zadanie: przenie$¢ wszystkie krazki ze stupka A na C, postugujac
sie stupkiem B jako buforem i stosujac zasady:

@ Mozna uktadac tylko mniejszy na wiekszy krazek.
@ Mozna przektadaé tylko jeden krazek jednoczesnie.

@ Mozna bra¢ tylko krazek z samej gory.
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Indukcja Zasada indukcji matematycznej
Zastosowaia ZIM i iteracja

Wieze Hanoi — iteracja

Wieza sktada sie z trzech stupkéw: A, B, C. Na stupku A jest n
krazkdw.

Zadanie: przenie$¢ wszystkie krazki ze stupka A na C, postugujac
sie stupkiem B jako buforem i stosujac zasady:

@ Mozna uktadac tylko mniejszy na wiekszy krazek.

@ Mozna przektadaé tylko jeden krazek jednoczesnie.

@ Mozna bra¢ tylko krazek z samej gory.

Algorytm iteracyjny sktada sie z nastepujacych krokdw:

© przenie$ najmniejszy krazek na kolejny stupek,

@ wykonaj jedyny mozliwy do wykonania ruch, nie zmieniajac
potozenia krazka najmniejszego,

© powtarzaj punkty 1 i 2, az do odpowiedniego utozenia
wszystkich krazkéw. \\
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Definicje i réwnania rekurencyjne
Rekurencja Przyktady kfopotliwe i czasochtonne

Rekurencja — rekursja

Rekurencja, zwana takze rekursja (ang. recursion), to w logice,
programowaniu i matematyce odwotywanie sie definicji do samej
siebie.

Algorytm rekurencyjny polega na tym, ze rozwigzanie badanego
problemu wyraza sie za pomocg rozwigzan tego samego problemu
dla danych o mniejszych rozmiarach.
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Definicje i réwnania rekurencyjne
Rekurencja Przyktady kfopotliwe i czasochtonne

Drzewo binarne — definicja

Drzewem binarnym T (ang. binary tree) o n wierzchotkach nazywa
sie drzewo puste T = (), gdy n =0, lub tréjke T = (L, r, P), gdzie
r jest wierzchotkiem zwanym korzeniem drzewa (ang. root), L jest
drzewem binarnym o / wierzchotkach (zwanym lewym
poddrzewem), P jest drzewem binarnym o p wierzchotkach
(zwanym prawym poddrzewem) oraz [+ p+ 1 = n.

Rekurencja polega tutaj na tym, ze kazdy element tréjki
definiujacej drzewo odwotuje sie do informacji zawartej
w wyznaczonych poprzednio mniejszych drzewach.
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Definicje i réwnania rekurencyjne
Rekurencja Przyktady kfopotliwe i czasochtonne

Drzewo binarne — konstrukcja

Drzewo o szesciu wierzchotkach.
o T1 =(Ty1,T3),
o T =(T4,2,Ts), T3 = (0,3, Ts),
o T,=(0,4,0), Ts = (0,5,0), Te = (0,6,0).

\\'
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Definicje i réwnania rekurencyjne
Rekurencja Przyktady kfopotliwe i czasochtonne

Drzewo binarne — rysunek
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Definicje i réwnania rekurencyjne
Rekurencja Przyktady kfopotliwe i czasochtonne

Rekurencja w programowaniu

W informatyce rekurencja jest sposobem rozwigzania problemu
przez zastosowanie algorytmu rekurencyjnego. Jego realizacja sa
obliczenia, w ktérych wydzielony podprogram wywotuje sam siebie.
Rekurencja jest stosowana w efektywnych algorytmach sortowania,
miedzy innymi w quicksort.
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Definicje i réwnania rekurencyjne
Rekurencja Przyktady kfopotliwe i czasochtonne

Rekurencja C++ (1)

Obliczanie 1 +2 +--- + n.

#include <iostream>
using namespace std;

long long suma(int n)

{
if (n<1)
return O;
return n+suma(n-1);
}
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Definicje i réwnania rekurencyjne
Rekurencja Przyktady kfopotliwe i czasochtonne

Rekurencja C++ (2)

int main()
{

int n;

cout<<"Podaj liczbe: ";
cin>>n;

cout<<"Suma "<<n<<"="
<<suma(n)<<endl;

return O;
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Definicje i réwnania rekurencyjne
Rekurencja Przyktady kfopotliwe i czasochtonne

Ciagi arytmetyczne i geometryczne

Najprostszymi definicjami rekurencyjnymi sa:
@ ciag arytmetyczny — ciag liczb rzeczywistych okreslonych
wzorami:
(P) ap = a,
(R) ap=ap_1+r;
@ ciag geometryczny — ciag liczb rzeczywistych okreslonych

wzorami:
(P) bo = b,
(R) by = by_1q.
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Definicje i réwnania rekurencyjne
Rekurencja Przyktady kfopotliwe i czasochtonne

Liczby harmoniczne ponownie

H =1

1
H,=H,-1+—- dlan>1.
n
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Definicje i réwnania rekurencyjne
Rekurencja Przyktady kfopotliwe i czasochtonne

Liczby harmoniczne ponownie

H =1

1
H,=H,-1+—- dlan>1.
n

Znajac tylko powyzsze réwnanie, a nie znajac wczesniej wzoru n
H,, mozna stara¢ wyznaczy¢ H, z tego réwnania. Jest to réwnanie
rekurencyjne.
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Definicje i réwnania rekurencyjne
Rekurencja Przyktady kfopotliwe i czasochtonne

Ciag zdefiniowany rekurencyjnie

Ciag jest zdefiniowany rekurencyjnie, jesli:

(P) okreslony jest pewien skonczony zbiér wyrazéw ciagu,
zazwyczaj kilka pierwszych lub pierwszy wyraz,

(R) pozostate wyrazy ciagu s3 zdefiniowane za pomoca
poprzednich wyrazéw ciggu.

Wzér definiujacy ciag w taki sposdb nazywa sie wzorem,

réwnaniem lub zaleznoscia rekurencyjna.

Definicja rekurencyjna odwotuje sie do samej siebie, do elementu

o mniejszym stopniu komplikacji, okresla element ciggu poprzez

odwotanie sie do elementu poprzedzajacego (jednego lub wielu).
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Definicje i réwnania rekurencyjne
Rekurencja Przyktady kfopotliwe i czasochtonne

Przyktad rozwiazania rekurencji

Réwnanie rekurencyjne:

Py =0,
Pry1=Pn+n+1dlan>1.

Jego rozwigzanie to jak najprostsza formuta dajaca sposéb
obliczania kolejnych wyrazéw. Metoda, dzieki ktérej mozemy tatwo
rozwigza¢ to konkretne réwnanie, to jego rozwiniecie, czyli cofanie
sie w rekursji:

Po=Pp14+n=Pro+(n—1)+n

n(n+1).

= =P +(1+24---+n)= >
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Liczby Fibonacciego

Definicje i réwnania rekurencyjne
Rekurencja Przykfady kfopotliwe i czasochfonne

= L
f2 = 17
fn = fnf2 + fnfl-
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Definicje i réwnania rekurencyjne
Rekurencja Przykfady kfopotliwe i czasochfonne

Liczby Fibonacciego

= L
f = 1
fo="fo 2+ fr1.

Kolejne liczby: 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,. ..

\\'
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Definicje i réwnania rekurencyjne
Rekurencja Przykfady kfopotliwe i czasochfonne

Liczby Fibonacciego

fo="fo 2+ fr1.

Kolejne liczby: 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,. ..
Wzér Bineta

he— <<1+2¢3>"_ (1_;5)”).

\\'
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Definicje i réwnania rekurencyjne
Rekurencja Przykfady kfopotliwe i czasochfonne

Algorytm w pseudokodzie

Fibonacci(n)
if n=1 then return 1
if n=2 then return 1

f1 :=1
f2 =1
for i := 3 ton
do
m := f1 + £2
f1 := £2
f2 :=m
end

return f2
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Definicje i réwnania rekurencyjne
Rekurencja Przykfady kfopotliwe i czasochfonne

Algorytm rekurencyjny — problemy (1)

D. Kopec. Klasyczne problemy informatyki w Pythonie. PWN,
Warszawa, 2020.

h=1,
h=1,
fn =Tfh—2+ fn—l-

def fibl(n:int) -> int:
return fibl(n-2)+fibl(n-1)

Uruchamiamy:

if __name__=="__main__":
print (£fib1(5)) \\
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Definicje i réwnania rekurencyjne
Rekurencja Przykfady kfopotliwe i czasochfonne

Algorytm rekurencyjny — problemy (2)

if __name__=="__main__":

print (£ib1(5))

Traceback (most recent call last):
File "C:/Dom/Wojtek/moje_programy/Python/MD/fibol.py",
print (£fib1(5))
File "C:/Dom/Wojtek/moje_programy/Python/MD/fibol.py", 1:
return fibl(n-2)+fibl(n-1)
File "C:/Dom/Wojtek/moje_programy/Python/MD/fibol.py", 1:
return fibl(n-2)+£fibl(n-1)
File "C:/Dom/Wojtek/moje_programy/Python/MD/fibol.py", 1:
return fibl(n-2)+fib1(n-1)
[Previous line repeated 1022 more times]
RecursionError: maximum recursion depth exceeded \\

H
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Definicje i réwnania rekurencyjne
Rekurencja Przykfady kfopotliwe i czasochfonne

Algorytm rekurencyjny — problemy (3)

def fib2(n:int) -> int:
if n<2:
return n
return fib2(n-2)+fib2(n-1)

Uruchamiamy:

if __name__=="__main__":
print (£ib2(5))
print (£ib2(10))

5

55
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Definicje i réwnania rekurencyjne
Rekurencja Przykfady kfopotliwe i czasochfonne

Algorytm rekurencyjny — problemy (4)

Uruchamiany:

if __name__=="__main__":
print (£ib2(20))
print (£ib2(30))

print (£ib2(40))
6765

832040
102334155

Jak bedzie dla n = 507

Raczej sie nie doczekamy wyniku!
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Definicje i réwnania rekurencyjne
Rekurencja Przykfady kfopotliwe i czasochfonne

Algorytm rekurencyjny — problemy (5)

Wywotania:
fib2(4) £ib(3) fib(2) fib2(1)
£ib2(0)
fib2(1)
fib(2) fib2(1)
£ib2(0)

Dla (20) mamy 21891 wywotan.
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Definicje i réwnania rekurencyjne
Rekurencja Przykfady kfopotliwe i czasochfonne

Algorytm rekurencyjny — problemy (6)

Memoizacja:

from typing import Dict
memo: Dict[int,int]={0:0,1:1} # poczatek

def fib3(n:int) -> int:
if n not in memo:
memo [n]=£ib3(n-1)+£ib3(n-2) # memoizacja
return memo [n]

if __name__=="__main__":
print (£ib3(50))
12586269025 =
W\
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Definicje i réwnania rekurencyjne
Rekurencja Przykfady kfopotliwe i czasochfonne

Algorytm rekurencyjny — problemy (7)

Memoizacja automatyczna:

from functools import lru_cache
@lru_cache(maxsize=None)

def fib4(n:int) -> int:
if n<2:
return n
return fib4(n-2)+fib4(n-1)

if __name__=="__main__":
print (£ib4(50))
W
12586269025

32/41



Definicje i réwnania rekurencyjne
Rekurencja Przykfady kfopotliwe i czasochfonne

Algorytm rekurencyjny — problemy (8)

Wracamy do iteracji:

def fib5(n:int) -> int:
if n==0: return n
last: int=0 # poczatkowo fib(0)
next: int=1 # poczatkowo fib(1)
for _ in range(1l,n):
last, next=next, last+next
return next

if __name__=="__main__":
print (£ib5(50))
12586269025
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Definicje i réwnania rekurencyjne
Rekurencja Przykfady kfopotliwe i czasochfonne

Kwadraty z liczb Fibonacciego

Zrédto: Wikipedia
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Definicje i réwnania rekurencyjne
Rekurencja Przykfady kfopotliwe i czasochfonne

Uogdlniony ciag Fibonacciego

Uogdlniony ciag liczb Fibonacciego:
fo=for + fa_s mod m,

gdzien>r,r>s>1

Ciag taki zostat wykorzystany w generatorach Fibonacciego liczb
losowych.
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Definicje i réwnania rekurencyjne
Rekurencja Przykfady kfopotliwe i czasochfonne

Uogdlniony ciag Fibonacciego

Uogdlniony ciag liczb Fibonacciego:
fo=for + fa_s mod m,

gdzien>r,r>s>1

Ciag taki zostat wykorzystany w generatorach Fibonacciego liczb
losowych.

Dla kompletnego zdefiniowania uogdlnionych liczb Fibonacciego
potrzebnych jest r pierwszych wyrazéw ciagu.
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Definicje i réwnania rekurencyjne
Rekurencja Przykfady kfopotliwe i czasochfonne

Generator liczb losowych

Generator liczb losowych postaci:
Xp = Xp—5 + Xp—17 mod P

Okres generatora liczb losowych x, to najmniejsza liczba m taka,
ze Xpim = Xn. Generator ten ma okres

(2'7 — 1) 22° = 70368207306752 ~ 7.03 - 10™.

Dla poréwnania: rok ma 1892160000000 ~ 1.89 - 101 milisekund.
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Definicje i réwnania rekurencyjne
Rekurencja Przykfady kfopotliwe i czasochfonne

Wieze Hanoi —rekurencja

Wieza sktada sie z trzech stupkéw: A, B, C. Na stupku A jest n
krazkdw.

Zadanie: przenie$¢ wszystkie krazki ze stupka A na C, postugujac
sie stupkiem B jako buforem i stosujac zasady:

@ Mozna uktadac tylko mniejszy na wiekszy krazek.
@ Mozna przektadaé tylko jeden krazek jednoczesnie.

@ Mozna bra¢ tylko krazek z samej gory.

37/41
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Wieze Hanoi —rekurencja

Wieza sktada sie z trzech stupkéw: A, B, C. Na stupku A jest n
krazkdw.

Zadanie: przenie$¢ wszystkie krazki ze stupka A na C, postugujac
sie stupkiem B jako buforem i stosujac zasady:

@ Mozna uktadac tylko mniejszy na wiekszy krazek.
@ Mozna przektadaé tylko jeden krazek jednoczesnie.
@ Mozna bra¢ tylko krazek z samej gory.
Algorytm rekurencyjny sktada sie z nastepujacych krokéw:
@ przenie$ (rekurencyjnie) n — 1 krazkéw ze stupka A na stupek
B postugujac sie stupkiem C,
@ przenies jeden krazek ze stupka A na stupek C,

© przenies (rekurencyjnie) n — 1 krazkéw ze stupka B na stupek
C postugujac sie stupkiem A. \\Y
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Definicje i réwnania rekurencyjne
Rekurencja Przykfady kfopotliwe i czasochfonne

Implementacja: Python

def hanoi(m:int, A:1list, B:list, C:list):
"""s¥upki A, B, C s listami"""
if n > O:
hanoi(n-1, A, C, B)
C.insert (0, A.pop(0))
hanoi(n-1, B, A, C)

Zrédto: Wikipedia
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Definicje i réwnania rekurencyjne
Rekurencja Przykfady kfopotliwe i czasochfonne

Implementacja: C++ (1)

#include <iostream>
using namespace std;

void hanoi(int n, char A, char B, char C)

{
// przektada n krazkéw z A korzystajac z B na C
if (mn > 0)
{
hanoi(n-1, A, C, B);
cout << A << " -> " << C << endl;
hanoi(n-1, B, A, C);
}
}
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Implementacja: C++ (2)

int main(int argc, char *argvl[])
{
hanoi(3, ’A’, ’B’, ’C’);
return O;

}
Zrédto: Wikipedia
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Liczba ruchéw

Niech f (n) oznacza liczbe ruchéw koniecznych do przetozenia
krazkéw.

W2zér rekurencyjny:
f(n)=2f(n—1)+1.

Wz6r jawny:
f(n)=2"-1.
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Obszerne oméwienie w ksigzce Rebowskiego, Matematyka
Dyskretna oraz na licznych stronach internetowych.
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