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Przedstawione dalej rozwiazanie problemu przeptywéw w sieciach pochodzi
od L. Szamkotowicza, oparte jest na ksiazce [2] i jest nieco odmienne od
najczesciej spotykanego w literaturze, na przyktad w ksiazkach [1] i [3]. Warto
tez popatrze¢ w internecie na strony [4], [6] oraz [5] i zanalizowaé¢ podane tam
przyktadowe implementacje algorytmow.

1 Sieci transportowe

Sformutowanie problemu przeptywéw w sieciach pochodzi od L. Szamkotowi-
cza, oparte jest na ksiazce [2] i jest nieco odmienne od najczesciej spotykanego
w literaturze, na przyktad w ksiazkach [1] i [3].

Niech G = (V, E) bedzie grafem skierowanym. Okreslmy

e V() ={weV:(wv) ek},

. V+(v):{u€V:(v,u)€E}.

Siecig transportowqg nazywamy trojke S = (V, E, c), w ktorej G = (V, E)
jest spojnym grafem skierowanym, acyklicznym, bez wielokrotnych tukow
oraz o doktadnie jednym wejsciu s (tzn. V= (s) = @) i dokladnie jednym
wyjéciu t (tzn. VT (£) = 0). Ponadto ¢ : E — Z%, Gdzie ZT oznacza zbior
liczb catkowitych nieujemnych. Funkcja c jest przepustowosciq sieci S.

Strumien okresla si¢ jako dowolna funkcje ¢ : E—7* taka, ze

(A) ¢ (e) < c(e) dla kazdego tuku e € E,
B) > e(wv)= > ¢((v,w)), dla dowolnego wierzchotka v € V

ueV—(v) weVT(v)
takiego, ze v ¢ s oraz v ¢ t.

Twierdzenie 1.

Jesli s jest wejsciem, a t jest wyjsciem sieci S, to

> elso)= 3 o(v1)=2,. (1)
(t)

veVT(s) veV (¢



Liczba @, wystepujaca po prawej stronie wzoru nazywa sie przepusto-
woscig strumienia . Strumien maksymalny definiuje si¢ jako strumien o
najwickszej przepustowosci.

Przekréj C = (U, W) okresla sie jako pare zbioréw taka, ze U N W = (),
UUW =V,seU,teW. Przekrdj jest normalny, gdy podgrafy (U, R) i
(VV, ﬁ) sg spojne. Liczbe

PUW)=>_ c((u,w)) = PFc (2)

uelU
weW

nazywa sie przepustowoscia przekroju (U, W). Przekréj minimalny, to prze-
kr6j o najmniejszej przepustowosci. Ponizsze tw. [2| z roku 1956 pochodzi od
Forda i Fulkersona.

Twierdzenie 2.

W dowolnej sieci transportowej, przepustowosé¢ strumienia maksymalnego
jest réwna przepustowosci przekroju minimalnego:

max ®, = min Pr .
e ¥ c ¢

2 Znajdowania przeplywéw maksymalnych

Niech [ = eq,eq,...,6,_1 bedzie tancuchem o ciggu wierzchotkéw s =
U1, V2 ..., Uy = t, gdzie albo e; = (v;,vi41) albo e; = (vig1,v;). Jesli
e; = (vi,vi41), to tuk e; jest zgodnie skierowany z tancuchem [, a jesli

e; = (vit1,v;), €; jest przeciwnie skierowany do tancucha [. Lancuch [ jest
nienasycony przez strumien o, jesli dla kazdego tuku e € [ zgodnie skierowa-
nego z [ jest ¢ (e) < c(e), a dla tuku e € [ przeciwnie skierowanego do [ jest
v (e) > 0.

Twierdzenie 3.

Jezeli istnieje tanicuch [ nienasycony przez strumien o, to ¢ nie jest maksy-
malny.

Dowdd. Niech
0 =min (c(e;) — ¢ (). (e))), (3)

7’7]



gdzie minimum bierzemy tukach e; € [ zgodnie skierowanych i tukach e; € [
przeciwnie skierowanych skierowanych. Okreslamy nowy strumien

v (e) dlae ¢,
¢ (e) =S p(e)+0 dla e zgodnie skierowanych z [, (4)

¢ (e) — 0 dla e przeciwnie skierowanych do .
Zauwazmy, ze ¢’ spehia (1)), czyli ¢’ jest strumieniem oraz
Dy=D,+0>,,
wiec ¢ nie jest strumieniem maksymalnym. O]

Wzory i podaja metode zwigkszania strumienia, gdy istnieja tancuchy
nienasycone.

Twierdzenie 4.

Jezeli sie¢ transportowa nie zawiera zadnego laiicucha nienasyconego przez
strumien p, to ¢ jest maksymalny.

Wielokrotnie stosujac twierdzenie |3 zwiekszamy za kazdym razem strumien
zgodnie ze wzorem . Procedure zwiekszania strumienia konczymy korzy-
stajac z twierdzenia [4

Procedure znajdowania strumienia maksymalnego rozpoczynamy Algorytmu
1, ktéry wykorzystuje ponizsze twierdzenie [5]

Twierdzenie 5.

Warunkiem koniecznym maksymalnosSci strumienia ¢ jest nasycenie co naj-
mniej jednego tuku e (czyli ¢ (e) = c(e)) dla kazdej drogi laczacej s it.
Algorytm 1.

Niech D bedzie zbiorem wszystkich drog taczacych s z t.

1. Niech d; = (e%... el ) € D. Okreslamy o, (e}) = min;c(e}) dla

’ Y mq

e} €dyoraz p(e)=0dlae ¢ d,.

2. Niech d; = (e{ ...,e{m) € D oraz d; nie zawiera tukéw nasyconych

przez @;_1. Okreslamy

Pj (ef) = Pj-1 (65) + min (C (65> R (65))

3



dla e} € d; oraz p; (¢) = ;1 (¢) dla e ¢ d;. Powtarzamy ten krok dla
wszystkich drog z D.

Nastepny algorytm znajduje kolejne tancuchy nienasycone i parametr 6, aby
zastosowaé wzor (3)).

Algorytm 2.
Wierzcholki vy = s,v1,...,Um, =t otrzymuja indeksy N i6.

1. N (vg) =0, 6 (vg) = oo. Pozostale wierzcholki nie posiadaja indeksow.

2. Niech ) bedzie zbiorem wierzchotkéw posiadajacych indeksy. Mamy
dwie mozliwosci:
(a) v; € VT (vi) \ @, c((vi, 7)) — ¢ ((vi,05)) > 0 = N(v;) =14,
0 (v;) = min{f (1) c ((vi, v3)) = @ (03, 05))},
(b) v € V7 () \ 2 ¢ ((viv5)) > 0 = N(vj) =140(v) =
min{6 (v;) , ¢ ((vz,%))}

3. Jezeli t € Q, to istnieje lancuch nienasycony (vo = $,v1, ..., Up_1 = t),
w ktorym iy = N (v;, ) oraz 6 = 6 (t).
Przyklad.

e Na tukach w sieci na rys. [1| sa podane przepustowodci.

e Wykonujemy algorytm dla kolejnych drog (vy, va, v4, vg), (v1, ve, vs, Ug),
(v1,v3,v5,06), co przedstawia rys. . Wszystkie drogi sg nasycone i
otrzymujemy strumienn &, = 5.

e Modyfikujemy przeptyw: wierzchotki otrzymuja indeksy (rys. |3) i na
rys. [4f jest przedstawiony tancuch nienasycony (vo, vs, vs, va, Vs, V).

e Modyfikujemy przeptyw (rys. [5)) i otrzymujemy @, = 6.



U3 2 Us

Rysunek 1: Sie¢ z podanymi przepustowosciami

P 3(2) Uy

U3 2(0) Us

Rysunek 2: Strumien &, =5

Rysunek 3: Znajdowanie tanicuchéw nienasyconych



Rysunek 5: Strumieft maksymalny ®, = 6
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